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1. PRAWDOPODOBIENSTWO W ZYCIU I FIZYCE
KLASYCZNE]

Istnieje w nas gleboko zakorzeniony instynkt, ktéry kaze nam trak-
towac czesto zachodzace zdarzenia za niewymagajgce uzasadnienia.
To, co sie zdarza rzadko, trzeba jako§ uzasadni¢; to, co si¢ zdarza
czesto, jest normalne. Gdy chcemy to przekonanie uzasadni¢ bar-
dziej ,,naukowo”, méwimy, ze to, co si¢ zdarza czgsto, jest wysoce
prawdopodobne. Powotujemy si¢ wigc na rachunek prawdopodobien-
stwa. Wysoki stopiefi prawdopodobieristwa jest dla nas wystarczajg-
cym uzasadnieniem. To, co zdarza si¢ rzadko, jesteSmy skfonni na-
zywac przypadkiem. Tak rozumiane przypadki ,,zaburzajg” naturalny
bieg Swiata: jezeli nie zyskuja specjalnego wyjaSnienia, pozostaja in-
truzami w ciggu wydarzen. W ten sposéb rachunek prawdopodo-
biefstwa staje si¢ teoria Swiata. Zwykle matematyke stosujemy do
Swiata za poSrednictwem teorii fizycznych, natomiast rachunek praw-
dopodobieristwa, a wi¢c teoria czysto matematyczna, wyjasnia cos, co
zachodzi w Swiecie, a zatem niejako przejmuje zadanie fizyki.

Jest to jednak tylko pozdér. W rzeczywistoSci matematyk, chcac
zastosowa¢ rachunek prawdopodobieristwa do Swiata (np. do wyja-
Snienia rzutéw kostka), najpierw konstruuje model probabilistyczny

“UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy S$rodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wiec pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odrebng numeracj¢ stron.
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sytuacji, ktéra chce matematycznie modelowaé. Definiuje wigc prze-
strzen probabilistyczng, ktéra reprezentuje ogét mozliwych wynikéw
i na tej przestrzeni okresla tzw. funkcje rozktadu prawdopodobieristwa,
ktéra méwi, jak czesto w przestrzeni probabilistycznej pojawiaja si¢
rézne zdarzenia przy wielokrotnym powtarzaniu do§wiadczenia. Obie
te definicje musza by¢ tak dobrane, azeby ,,opisywaly” modelowang
sytuacje zgodnie z intuicja i — oczywiScie — tak azeby byty spelnione
aksjomaty wymagane przez rachunek prawdopodobienstwa. Trafnos¢é
catej konstrukcji potwierdza lub falsyfikuje zgodno$¢ otrzymywanych
teoretycznie przewidywan z rzeczywiscie przeprowadzanymi do§wiad-
czeniami. Rachunku prawdopodobiefistwa nie stosuje si¢ wiec bezpo-
Srednio do $wiata, lecz za posrednictwem modelu probabilistycznego.
Ten ostatni odgrywa role teorii fizycznej, ale jest to teoria tak prosta,
7e najczesciej konstruuje ja sam matematyk, nie korzystajac z pomocy
fizyka. Fakt ten, potaczony z ogromna skutecznos$cia modeli proba-
bilistycznych, wydaje si¢ by¢ jeszcze jednym argumentem na rzecz
przeswiadczenia o swojego rodzaju naturalno$ci rachunku prawdopo-
dobieristwa.

Przeswiadczenie to jest w nas tak gleboko zakorzenione, ze —
znowu niemal instynktownie — sadzimy, iz pewne zdarzenia uzna-
jemy za przypadkowe, poniewaz brak nam pelnej informacji na ich
temat. GdybySmy taka informacje posiadali, znalibySmy wszystkie
warunki ich zachodzenia lub niezachodzenia, zniknatby element przy-
padkowodci, bieg Swiata wrécitby do ,,normalnosci”. Rodzi to po-
czucie niepewnoSci, ktére — z psychologicznego punktu widzenia —
wrecz utozsamiamy z pojeciem prawdopodobienistwa. Fakt ten znaj-
duje swéj wyraz w do$¢ licznych komentarzach matematykéw. Na
przyktad w rozdziale wstepnym do pewnego podrecznika rachunku
prawdopodobieristwa czytamy: ,,W ramach tej teorii wynikowi x € A
— przypisuje sie liczbe zwana prawdopodobiernistwem, bedaca miarg
niepewnosci zwigzanej z tym wynikiem”!. Nie bez wplywu na tego
rodzaju przekonanie pozostaje geneza rachunku prawdopodobieristwa,

'A. Pacut, Prawdopodobieiistwo — Teoria — Modelowanie probabilistyczne
w technice, Wydawnictwa Naukowo—Techniczne, Warszawa 1985, s. 20.
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ktéry — jak wiadomo — narodzit si¢ ze spekulacji dotyczacych gier
hazardowych.

Brak wiedzy o danym ukladzie moze by¢ spowodowany jego
wielka ztozonoScia. Na przykfad uktad moze sktadaé si¢ z tak wiel-
kiej liczby elementéw, ze §ledzenie kazdego z nich z osobna byltoby
rzeczg niemozliwg. W takich przypadkach do opisu ukfadu stosujemy
statystyke, czyli metody analizy oparte na rachunku prawdopodobiefi-
stwa. Dlatego tez z chwilg gdy zaczeto stosowaé zasady mechaniki
klasycznej do ciat (lub ukfadéw cial) sktadajacych si¢ z ogromnej
liczby czastek (atoméw lub molekul), metody statystyczne okazaty si¢
niezbedne. Jako przyklad rozpatrzmy szklanke wody?. Jesliby§my
w jaki§ sposob oznaczyli wszystkie czasteczki (molekuty) wody, znaj-
dujace sie w szklance, rownomiernie zmieszali t¢ wode z woda wszyst-
kich oceanéw na kuli ziemskiej, a nastepnie ponownie zaczerpneli
wode z ktérego$ z oceandéw do szklanki, okazatoby sie, ze w szklance
znajduje si¢ okolo stu oznaczonych uprzednio czastek wody. Wynika
stad, Ze liczba czastek wody w szklance jest ok. sto razy wigksza
niz liczba szklanek wody we wszystkich oceanach. Chcac §ledzié
ruch czastek w szklance wody, musimy stosowa¢ metody statystyczne.
W ten sposéb narodzita si¢ mechanika statystyczna.

Nic wiec dziwnego, ze w mechanice klasycznej najbardziej roz-
powszechnione jest tzw. epistemiczne rozumienie prawdopodobien-
stwa. W takim rozumieniu prawdopodobiefistwo jest miarg wiedzy
idealnego obserwatora o danym systemie. Ograniczenie si¢ do ide-
alnego obserwatora ma zwréci¢ uwage na fakt, ze w fizyce chodzi
o tzw. wiedze intersubiektywna, ktdéra nie zalezy od indywidualnego
wyksztalcenia i zdolnosci obserwatora®. Mozna zatem powiedzieé, ze
zaréwno w zyciu codziennym, jak i w fizyce klasycznej postugiwanie
sie rachunkiem prawdopodobienstwa i statystyka jest w pewnym sensie
ztem koniecznym. Tam, gdzie nie jesteSmy w stanie postugiwac sie

2Przyktad ten pochodzi od Kelvina; przytaczam za: A.l. Anselm, Podstawy fizyki
statystycznej i termodynamiki, PWN, Warszawa 1980, s. 12.

3Por. Ch. J. Isham, Lectures on Quantum Theory — Mathematical and Structural
Foundations, Imperial College Press — London, World Scientific — Singapore, 1995,
s. 131.
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,metodami dokladnymi”, musimy odwotywac¢ si¢ do probabilistyki,
ale podstawowa teoria Swiata nie moze by¢ oparta na prawdopodo-
biefistwie. Przynajmniej tak wierzono przed powstaniem mechaniki
kwantowe;j.

2. PRAWDOPODOBIENSTWO W FIZYCE KWANTOWE]

Wraz z pojawieniem si¢ mechaniki kwantowej sytuacja ulegta dra-
stycznej zmianie. Jezeli pomina¢ interpretacje mechaniki kwantowej
odwotujaca sie do tzw. ukrytych parametréw*, to teoria ta domaga
si¢ przemyslenia problemu prawdopodobieristwa od podstaw. Swoistg
ucieczka od tej koniecznoSci jest stanowisko pragmatyczne. Zwolen-
nicy tego stanowiska odwotujg si¢ do faktu, Ze mechanika kwantowa
z wielkg doktadnoscia przewiduje wzgledng czestoS¢ wynikéw po-
miaré6w wykonywanych odpowiednio duzg liczbe razy na tak samo
przygotowanych uktadach. Tym musimy si¢ zadowoli¢; mechanika
kwantowa po prostu nie méwi nic na temat indywidualnych obiek-
tow. Jest ona zbiorem przepiséw do otrzymywania trafnych wyni-
kéw, ale nie daje ,,wgladu do rzeczywisto$ci”. Istotnymi elementami
w mechanice kwantowej sg te wlasnosci, ktére daje si¢ obserwowac
(mierzyC) czyli obserwable (stanowisko takie zwane jest réwniez in-
strumentalizmem). John Bell, chcac ukaza¢ kontrast fizyki klasycznej
z fizyka kwantowa, mawial, ze o ile ta pierwsza dotyczyta ,byciabli”
(beables), czyli tego co jest, o tyle ta druga zadowala si¢ ,,obserwa-
blami”, czyli tym, co daje siec obserwowa¢’. Instrumentalizm czesto
prowadzi do bardziej radykalnych pogladéw utrzymujacych, ze w me-

“W niniejszej pracy interpretacje t¢ catkowicie pomijam. Objecie jej dyskusjg
domagatoby si¢ odrebnego studium. O interpretacji ukrytych parametréw (w ujeciu
jej zwolennika) mozna przeczyta¢ w: J.T. Cushing, Quantum Mechanics: Historical
Contingency and the Copenhagen Hegemony, The University of Chicago Press, Chi-
cago, 1994, lub (w ujeciu jej przeciwnika): B. d’Espagnat, Conceptual Foundations
of Quantum Mechanics, wyd. 2., Addison—-Wesley, Redwood City — Reading —
New York, 1976.

5J.S. Bell, Speakable and Unspeakable in Quantum Mechanics, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 1993.
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chanice kwantowej badZ nie ma sensu méwi¢ o indywiduach posia-
dajacych takie czy inne cechy, badZ ze indywidua takie po prostu nie
istniejg. W tym ostatnim przypadku mamy do czynienia z wyraZnie
ontologicznym stanowiskiem. Pociaga ono za soba réwniez ontolo-
giczne rozumienie prawdopodobienstwa gloszace, Ze sama rzeczywi-
sto§¢ ma cechy probabilistyczne. W tym duchu proponowano rozmaite
koncepcje. Juz w r. 1949 Henry Margenau twierdzit, ze prawdopodo-
biedstwa w mechanice kwantowej odnoszg si¢ do pewnych ,,ukrytych
wilasnosci”, ktére, cho¢ istniejg obiektywnie, ,,ujawniaja si¢” z pew-
nym prawdopodobieristwem®. Pézniej autor ten méwit o ,,polu praw-
dopodobieristwa”, ktére jest tak samo rzeczywiste jak rzeczywistymi
sq trajektorie ciat w fizyce klasycznej; co wiecej, jest ono ,,wielkoScia
pierwotng”, nieredukowalng do zadnej innej wielkosci’. Werner He-
isenberg prawdopodobiefistwa w mechanice kwantowej interpretowat
w duchu arystotelesowskiej potencjalnosci®, a interpretacje te znacz-
nie potem rozbudowat Czestaw Bialobrzeski’. Znana jest réwniez
propozycja Poppera, by prawdopodobieristwo rozumie¢ jako pewnego
rodzaju obiektywna skfonnosé¢ (propensity) i odpowiednio do tego ro-
zumienia interpretowa¢ mechanike kwantowa'?. Zupetnie jednak nie-
zaleznie od tego rodzaju doktryn filozoficznych wérdd fizykéw utrwala
si¢ przekonanie, Ze stosowanie metod probabilistycznych do fizyki nie
jest wynikiem naszej nieznajomoS$ci pewnych parametréw lub jakie-
go$ nadzwyczajnego skomplikowania badanych uktadéw, lecz tego, ze
Swiat w swoich najglebszych warstwach jest probabilistyczny. Prze-
konanie to wytworzyly i utrwalily wielkie sukcesy fizyki kwantowej
(a trzeba doda¢, ze wszystkie one zostaly osiggniete przy pomocy stan-

®H. Margenau, ,,Reality in Quantum Mechanics”, Phil. Science 16, 1949, 287—
302.

TTenze, Il Miracolo della Esistenza, Amando, Roma 1987, ss. 109—110.

8W. Heisenberg, Philosophic Problems of Nuclear Science, Pantheon, New York
1952.

°Cz. Biatobrzeski, Podstawy poznawcze fizyki Swiata atomowego, PWN, War-
szawa 1984 (pierwsze wydanie w r. 1956).

OK.R. Popper, Quantum Theory and the Schism in Physics, Hutchinson, London
1956.
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dardowych metod opartych na prawdopodobieristwie, a nie metodami
rachunkowymi proponowanymi przez zwolennikéw interpretacji ukry-
tych parametréw) oraz fakt, ze wszelkie liczace si¢ proby poszukiwa-
nia ,teorii ostatecznej” zakladaja podejScie probabilistyczne. Poszu-
kujac takiej teorii, najczesciej po prostu ,rozcigga si¢” (lub uogdlnia)
na nowe obszary badawcze metody stosowane w zwyklej mechanice
kwantowej, a te sa probabilistyczne. Poniewaz tego rodzaju postepo-
wanie, milczaco przypisujgce Swiatu wlasno$ci zwigzane z pojeciem
prawdopodobienistwa, na ogél nie wynika ono z jakich§ glebokich
przemyslen, lecz raczej z praktyki naukowej, ktéra po prostu kaze
widzie¢ §wiat probabilistycznie.

Jest to drastyczna zmiana w rozumieniu prawdopodobienstwa
i jego zastosowania do rozumienia Swiata.

3. GEOMETRIA, ALGEBRA I FIZYKA

Wielkim przetomem w rozwoju matematyki byto odkrycie przez
Kartezjusza geometrii analitycznej. Polegato ono na spostrzezeniu,
ze kazdej krzywej w przestrzeni odpowiada pewne réwnanie alge-
braiczne. Wprawdzie réwnania sg mniej pogladowe niz krzywe, ale
rOwnaniami latwiej jest operowad niz krzywymi: zawile manipulo-
wanie krzywymi sprowadza si¢ do stosunkowo prostego wykonywa-
nia rachunkéw. Metoda Kartezjusza do tego stopnia zadomowita si¢
w geometrii, Ze z czasem zaczg¢to ja uwaza¢ po prostu za metode
geometryczng.

Dostojng, grecka geometrie¢ (nawet wzbogacona metodami Karte-
zjusza) jesteSmy sktonni uznawaé za nauke o niezmiennych cechach
przestrzeni. Ale przeciez w przestrzeni moze odbywac si¢ ruch (moga
poruszaé sie¢ ciata); czy ruch ten da si¢ opisa¢ geometrycznie? Jak
wiadomo, Newton i Leibniz wynaleZli rachunek rézniczkowy wiasnie
po to, by zmatematyzowaé zjawisko ruchu. I tym razem geometria
okazala si¢ zaborcza: polfaczenie geometrii z rachunkiem rézniczko-
wym stworzylo geometri¢ rézniczkowa i umozliwilo matematyczny
opis ruchu. W XX wieku, gtéwnie dzigki szczegdlnej i ogdlnej teo-



GENEZA PRAWDOPODOBIENSTWA 7

rii wzglednos$ci, geometria rézniczkowa stata si¢ jednym z gléwnych
narzedzi fizyki teoretycznej. Odpowiednikiem intuicyjnego pojecia
przestrzenni w geometrii rézniczkowej jest pojecie rozmaitosci roz-
niczkowej (lub krétko rozmaitosci). Mozna nawet powiedzie¢, ze geo-
metria rézniczkowa to po prostu teoria rozmaitoSci rézniczkowych.

Najbardziej typowe metody rachunkowe ,,na rozmaitosci” postu-
guja sic metoda Kartezjusza: wykorzystujac wspélrzedne, krzywe na
rozmaitoSci (i inne obiekty geometryczne) zastepuje si¢ réwnaniami
i wszelkie obliczenia przeprowadza si¢ przy pomocy tych réwnan. I tu
jeszcze raz powtdrzyla sie ,orewolucja kartezjanska” okazuje sie, ze
tak rozumiang geometri¢ mozna zalgebraizowaé w jeszcze wickszym
stopniu niz dotychczas przypuszczano.

Trzeba jednak uSwiadomic sobie, ze tymczasem sama algebra ule-
gla daleko idacej ewolucji, a metody algebraiczne zawojowaly wielkie
obszary nowoczesnej matematyki. Intuicyjnie i ogélnikowo mozna
powiedzieé, ze algebra jest nauka o bardzo ogdlnych strukturach mate-
matycznych, a technicznie przez algebre rozumie si¢ zbiér dowolnych
elementéw, ktére mozna: (1) dodawaé do siebie, (2) mnozy¢ przez sie-
bie i (3) mnozy¢ przez liczby (rzeczywiste lub zespolone); przy czym
wszystkie te dziatania musza spetnia¢ bardzo naturalne aksjomaty!!.
Na przyktad rodzina wszystkich gladkich funkcji'?> na rozmaitosci jest
algebra, poniewaz funkcje nalezace do tej rodziny mozna dodawad
do siebie, mnozy¢ przez siebie i mnozy¢ przez liczby. Spelnione sg
takze wszystkie wymagane aksjomaty. W procesie, ktéry nas teraz
interesuje, wazna role odegrata praca L. Koszula'3, w ktérej matema-
tyk ten pokazal, ze chcac rozwija¢ geometrie na rozmaito$ci, mozna

" Aksjomaty te wyrazaja whasnoéci dodawania i mnozenia bardzo podobne do
wlasnosci, jakie maja dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych. Godng zalecenia
ksiazka, wprowadzajacg Czytelnika do metod wspoétczesnej algebry, jest: E. Fried,
O algebrze abstrakcyjnej (Biblioteka Probleméw), PWN, Warszawa 1978. Definicja
algebry podana jest na s. 242 tej ksigzki. Polecam réwniez: R. Lidl, Algebra dla
przyrodnikow i inZynierow, PWN, Warszawa 1983. Definicja algebry na ss. 84-85.

12Tzn. rézniczkowalnych dowolnie wiele razy.

131, Koszul, Fibre Bundles and Differential Geometry, Tata Institute of Fundamen-
tal Research, Bombay 1960.
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w gruncie rzeczy ,,zapomnie¢” o rozmaitosci a operowac tylko alge-
bra gtadkich funkcji na niej. Kolejnym krokiem, waznym dla fizyki,
okazala sie praca R. Gerocha'#, ktéry wykorzystujac metode Koszula,
udowodnit, ze réwniez ogdlng teorie wzglednoSci mozna przedstawic
w jezyku algebraicznym.

Ujecia geometrii rézniczkowej w jezyku wspdtrzednych i w je-
zyku algebry gladkich funkcji sa réwnowazne, ale to drugie ujecie
okazalo si¢ podatniejsze do kolejnych uogdlnien. Mozna na przykfad
zamiast algebry gladkich funkcji na rozmaitoSci rozwazaé¢ dowolng
algebre i zalozy¢, Zze ona réwniez opisuje jaka$ przestrzen. W zalez-
nosci od rozwazanej algebry przestrzen ta moze by¢ bardzo ,,dziwna”.
Szczegblnie wazng pod tym wzgledem okazata si¢ jedna wlasnos¢
rozwazanych algebr. Algebry funkcyjne (tzn. takie algebry, ktérych
elementami sa funkcje) maja wlasnos$¢ przemiennosci (sg przemienne),
poniewaz ,funkcja f razy funkcja g” to doktadnie to samo, co ,,funk-
cja g razy funkcja f”15. Ale istnieja algebry, ktére tej wlasnosci nie
posiadaja; nazywamy je algebrami nieprzemiennymi. Otz okazuje
sie, ze przestrzenie okre§lone przy pomocy algebr nieprzemiennych
(nazywamy je przestrzeniami nieprzemiennymi) bardzo réznig si¢ od
zwyklych przestrzeni. Sa one w zasadzie tworami catkowicie global-
nymi; to znaczy wszelkie pojecia, zwigzane z ,,zajmowaniem miejsca”
sa w nich bezsensowne. Na przyktad pojecie punktu i jego otoczenia
w zasadzie nie pojawiajg si¢ w kontek$cie geometrii nieprzemien-
nej. Przestrzefi nieprzemienna jest wiec daleko idacym uogdlnieniem
zwyklej przestrzeni. Jest rzeczg zaskakujaca, Ze bez pojecia punktu
(i innych poje¢ lokalnych) w ogdle mozna uprawiaé jaka$ geometric.
Okazuje sie jednak, Ze mozna; i to z duzym powodzeniem.

Jest wielka zastugg Alaina Connesa, Ze do geometrii nieprzemien-
nej wprowadzil metody rézniczkowe. Gtéwnie dzigki jego pracom
powstata nieprzemienna geometria rézniczkowa'® i mogly rozwinaé

4R. Geroch, “Einstein Algebras”, Communications in Mathemayical Physics 26,
1972, 271-275.

5Przy zwyklej definicji mnozenia funkcji.

16Podstawowq jego monografig jest ksigzka: Noncommutative Geometry, Academic
Press, London 1994.



GENEZA PRAWDOPODOBIENSTWA 9

sie jej, juz liczne, zastosowania do fizyki!”. W nieprzemiennej geo-
metrii rézniczkowej wazng role odgrywa pewna klasa algebr, zwa-
nych C*—algebrami (czytaj ,,algebry C z gwiazdkg”). Pojawily si¢ one
w fundamentalnej pracy .M. Gelfanda i M.A. Naimarka'® (ale jeszcze
nie nazwane) jako naturalne uogdlnienie algebry funkcji ciggtych, ale
bez wymagania przemiennoSci. Wkrétce teoria C*—algebr znacznie
sie rozwinela i znalazta zastosowanie w réznych dziatach matematyki.
Warto zwrdéci¢ uwage na fakt, ze algebry funkcji gladkich (a wigc
i cigglych) na rozmaitoSciach sg trywialnie C*—algebrami.

I tu kolejny zwrot w dziejach poje¢ i zwigzkéw pomiedzy nimi.
Dzigki szeregu pracom wielu fizykéw, z ktérych zwieniczajaca byla
praca R. Haaga i D. Kastlera'?, stalo si¢ jasnym, ze mechanike kwan-
towg mozna réwniez przedstawi¢ w jezyku C*—algebr. Co wigcej uje-
cie to jest nie tylko bardziej eleganckie od tradycyjnego ujecia w je-
zyku przestrzeni Hilberta, ale takze nieco bardziej ogélne. Mozna
je stosowaé¢ w takich sytuacjach, w ktérych tradycyjne ujecie zawo-
dzi. W algebraicznym ujeciu mechaniki kwantowej wielkoSci obser-
wowalne (tzw. obserwable) sg elementami C*-algebry, a niektére
zaskakujgce wlasnosci tej fizycznej teorii okazuja sie by¢ prostymi
nastepstwami nieprzemienno$ci. Na przyktad stynne relacje nieozna-
czono$ci Heisenberga wynikaja z tego, ze odpowiednie obserwable
(np. polozenia i pedu) mnozy sie¢ w sposéb nieprzemienny.

Zwré¢my uwage na trzy, pozornie rézne wlasnosci C*—algebry:

e mozna przy jej pomocy zdefiniowaé przestrzefi nieprzemienng
(prace Connesa),

e mozna w jej jezyku przedstawi¢ ogdlng teori¢ wzglednosci
(praca Gerocha),

Por. np.: J. Madore, An Introduction to Noncommutative Differential Geometry
and Its Physical Applications, 2 wyd., Cambridge University Press, Cambridge 1999.

BI.M. Gelfand, M.A. Naimark, ,,On the Embedding of Normed Rings into the
Ring of Operators in Hilbert Space”, Matematiczeskij Sbornik, 12, 1943, 197-213.

'9R. Haag, D. Kastler, ,,An Algebraic Approach to Quantum Field Theory*, Journal
of Mathematical Physics S, 1964, 848-861.



10 Micuar HELLER

e mozna w jej jezyku przedstawi¢ mechanike kwantowg (praca
Haaga i Kastlera).

Wrecz narzuca si¢ mysl, by poszukaé takiej C*—algebry, ktora jed-
noczylaby w sobie ogdlng teorie wzglednosci i mechanike kwantowa,
réwnoczesnie definiujac pewna przestrzen nieprzemienng. Byloby to
geometryczne uogélnienie obu tych teorii, z ktérych tradycyjna teo-
ria wzglednosci i tradycyjna mechanika kwantowa powinny wynikaé
jako szczegdlne przypadki. Wraz z moimi wspétpracownikami udato
sie nam znaleZ¢ taki nieprzemienny model?’. W nastepnym paragra-
fie postuze si¢ zasadniczg ideg tego modelu, by ukazaé jeszcze dalej
idaca ewolucje poje¢ i nieoczekiwanych zwigzkéw pomiedzy nimi.
To, co chce przedstawi¢, w zasadzie nie zalezy od tego, czy nasz mo-
del okaze si¢ stuszny, czy nie. Jezeli jego matematyczna struktura jest
niesprzeczna, to ukazuje ona poprawnie zwiagzki pomiedzy pojeciami,
jakie sg w nig wbudowane. A w niniejszym studium chodzi mi przede
wszystkim o zwiazki miedzy pojeciami.

4. DYNAMIKA 1 PRAWDOPODOBIENSTWO

W naszym modelu zakladamy, Ze na poziomie fundamentalnym
(ponizej tzw. progu Plancka, ktory charakteryzuja rozmiary lp; =
10733cm) panuje rezim nieprzemienny. Podstawowa struktura ma-
tematyczng, modelujgca ten rezim, jest pewna nieprzemienna C* —
algebra (oznaczmy ja przez A), ktéra definiuje pewna nieprzemienng
przestrzenn i uogdlnia (a takze jednoczy) ogdlng teorie wzglednosci
i mechanike kwantowa. Model nasz zapewnia réwniez mechanizm,

20Por.: M. Heller, Z. Odrzygézdz, L. Pysiak and W. Sasin, “Noncommutative Uni-
fication of General Relativity and Quantum Mechanics. A Finite Model”, General
Relativity and Gravitation 36, 2004, 111-126; L. Pysiak, M. Heller, Z. Odrzygézdz
and W. Sasin, “Observables in a Noncommutative Approach to the Unification of
Quanta and Gravity: A Finite Model”, General Relativity and Gravitation 37, 2005,
541-555; M. Heller, L. Pysiak and W. Sasin, “Noncommutative Dynamics of Random
Operators”, International Journal of Theoretical Physics 44, 2005, 619-628; M. Hel-
ler, L. Pysiak and W. Sasin, “Noncommutative Unification of General Relativity and
Quantum Mechanics”, Mathematical Journal of Physics 46, 2005, 122501-16.
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ktéry sprawia, ze po przejsciu przez prog Plancka algebra A staje si¢
przemienna, co reprodukuje ogdélng teorie wzglednosSci i mechanike
kwantowa w ich znanej obecnie postaci.

Geometria nieprzemienna, rzadzaca rezimem nieprzemiennym,
jest nielokalna, a wigc nie dopuszcza istnienia czasu i przestrzeni w ich
zwyklym rozumieniu, tzn. jako zbioru chwil i punktéw. Dzieki temu
jednoczy ona wiele poje¢, ktére w rezimie nieprzemiennym wyda-
waly si¢ by¢ zupelnie niezalezne od siebie. Do takich poje¢ naleza
m.in. dynamika i prawdopodobienstwo. Przyjrzyjmy si¢ temu nieco
doktadnie;j.

W geometrii nieprzemiennej nie ma punktéw, ale sensowne po-
zostaje pojecie stanu uktadu. Stan bowiem jest pojeciem globalnym:
caly ukfad moze si¢ znajdowaé¢ w tym lub innym stanie. Z kazdg C*—
algebra zwigzana jest pewna inna algebra, zwana algebrqg von Neu-
manna®'. Nieco rzecz upraszczajac, mozna powiedzieé, Ze algebra
von Neumanna jest taka C*—algebra, ktéra wyréznia pewien stan??.
Wyréznienie stanu przez algebre von Neumanna spetnia réwnocze-
$nie dwie funkcje:

Po pierwsze, sprawia, ze gdy uklad znajduje sie¢ w tym wyrdz-
nionym stanie, mozna w nim zdefiniowa¢ pewien parametr ¢, ktéry
imituje czas. I postugujac sie tym jakby—czasem, mozna zdefiniowaé
dynamike, tzn. napisa¢ réwnania dynamiczne, okre§lajace zachowanie
sic uktadu?}. W ten sposéb nie uzyskujemy jednak czasu, lecz tylko
jakby—czas, poniewaz ten jakby—czas (parametr ¢) jest SciSle zalezny
od stanu. Gdy uktad przechodzi do innego czasu, zmienia si¢ réwniez
parametr ?.

Po drugie, stan wyr6zniony przez algebre von Neumanna mozna
interpretowaé jako uogdlnione prawdopodobieristwo. Nieco $cislej:
wyrdzniony stan odgrywa role uogdlnionej miary prawdopodobien-

2'Powiadamy, ze kazda C*—algebra generuje pewng algebre von Neumanna.

22Por. J. Madore, dz. cyt., s. 155.

ZTechnicznie: na mocy twierdzenia Tomity—Takesakiego mozna zdefiniowaé
jedno—parametrowa grupe odwzorowar algebry von Neumanna w siebie; ¢ jest para-
metrem tej jedno—parametrowej grupy.
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stwa?*. Jest to niewatpliwie prawdopodobieristwo uogélnione w po-
réwnaniu do tego, z jakim mamy do czynienia w zwyklym rachunku
prawdopodobieristwa: brak zindywidualizowanych punktéw w rezi-
mie nieprzemiennym powoduje, ze nie mozemy moéwi¢ o prawdopo-
dobieristwie poszczegdlnych zdarzen, a brak czasu w jego zwyklym
znaczeniu sprawia, ze wykluczona jest niepewnos¢ oczekiwanego wy-
niku, jakg zwykle wigzemy z prawdopodobieistwem. Jezeli w ogéle
mozemy tu sobie co§ wyobrazaé, to ,,nieprzemienne prawdopodobien-
stwo” podobne jest raczej do jakiego$ pola globalnych mozliwosci, ale
mozliwosci, ktére juz maja jaki$ stopiefi urzeczywistnienia.
Nieprzemienny rachunek prawdopodobiefistwa, zwany réw-
niez swobodnym (free) rachunkiem prawdopodobieristwa, stworzyl
D.V. Voiculescu?. Rozwija sie on jako samodzielna dyscyplina mate-
matyki, niekoniecznie w zwiazku z geometrig nieprzemienna?®. Swo-
bodny rachunek prawdopodobieristwa jest silnym uogélnieniem zwy-
ktego rachunku prawdopodobienistwa. W przeciwieristwie do tego
ostatniego, istnieje w nim wiele réznych miar prawdopodobieristwa?’ .
Mozna wiec powiedzie¢, ze algebra von Neumanna jest réwnoczesnie
,Lobiektem dynamicznym” i ,,obiektem probabilistycznym”. W rezimie
nieprzemiennym kazda dynamika jest probabilistyczna i kazde praw-
dopodobieristwo ma charakter dynamiczny. OczywiScie, po przejsciu
przez prég Plancka, nastepuje separacja: dynamika i prawdopodo-
biefstwo stajg sie niezalezne od siebie. Jeszcze tylko w mechanice
kwantowej zachowuje si¢ pewien zwigzek dynamiki z prawdopodo-
biedstwem, cho¢ i on ulega pewnemu zlamaniu, co przejawia si¢
w akcie pomiaru, podczas ktérego zachodzi tzw. redukcja wektora
falowego (zwana takze kolapsem funkcji falowej). Zjawisko to polega
na tym, ze w mechanice kwantowej przed dokonaniem pomiaru ewo-
luuja prawdopodobienistwa: w kazdej chwili czasu mozliwe sa rézne

2*A. Connes, dz. cyt., rozdz. 1.

Z5Por.: D.V. Voiculescu, K.J. Dykema, A. Nica, Free Random Variables, American
Mathematical Society, Providence 1992.

%Por.: Ph. Biane, Free Probability for Probabilists, <arXiv: math.PR/9809193>

27W zwyklym rachunku prawdopdobieristwa istnieje w zasadzie tylko jedna miara
prawdopodobieristwa (miara Lebesgue’a).
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wyniku pomiaru, kazdy wynik z okreslonym prawdopodobieristwem.
W momencie pomiaru nastepuje ,.redukcja’ tych mozliwosci do jed-
nego konkretnego wyniku?®.

5. PRZESEANIE FILOZOFICZNE

Jezeli nasz model lub jaki$ inny podobny do niego (tzn. zaktada-
jacy, ze poziom fundamentalny jest modelowany przez pewna nieprze-
mienng algebre von Neumanna) jest stuszny, to mamy prawo twierdzic,
ze prawdopodobiefistwa wystepujagce w mechanice kwantowej nie sg
wynikiem naszej ignorancji (jakich§ ,,ukrytych” parametréw) lecz sta-
nowig podstawowa wlasno$¢ Swiata. Na poziomie fundamentalnym
(ponizej progu Plancka) $wiat jest probabilistyczny w uogdélnionym
sensie. W takiej sytuacji mielibySmy wiec do czynienia z ontolo-
giczng interpretacjg nieprzemiennej miary probabilistyczne;j.

Analizy przeprowadzone w niniejszym studium pozwalaja takze
sformutowaé wnioski ogélniejszej natury?®. Kazde pojecie ma swoj
obszar stosowalnos$ci. Nawet pojecia, ktére dotychczas uwazaliSmy
za uniwersalne (tzn. obowigzujace w catym fizycznym Swiecie), takie
jak: przestrzeni sktadajgca sie z punktéw, czas, prawdopodobienistwo...,
funkcjonuja poprawnie tylko w ograniczonych obszarach naszego do-
Swiadczenia. Wychodzac poza ten obszar, musimy by¢ $§wiadomi
konieczno$ci odpowiedniego przystosowywania (na ogét uogdlniania)
poje¢. Modele matematyczne dostarczaja do tego odpowiednich na-
rzedzi. Poza matematyka jesteSmy skazani na spekulacje. Nie jestem
przeciwko spekulacjom, ale trzeba zawsze zdawac sobie sprawe z ich
wysoce hipotetycznego charakteru.

Nasze ,,zwykle” pojecia powstawaly w Srodowisku makroskopo-
wym, a bardzo czgsto przy pomocy tych poje¢ usilujemy ,,mierzy¢”
wszystko, tzn. implicite rozciggamy je na cala rzeczywisto$¢. Tymcza-

2Por.: R. Penrose, The Road to Reality, Jonathan Cape, London 2004, rozdziat
30.

Por. réwniez méj art.: ,,Nieprzemienna unifikacja dynamiki i prawdopodobiefi-
stwa”, Filozofia Nauki 12, 2004, 7-17.
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sem, jak widzieliSmy, jest to zabieg co najmniej ryzykowny. Istniejg
powazne racje, by sadzi¢, ze poziom fundamentalny jest radykalnie
odmienny od tego wszystkiego, co znamy z poziomu makroskopo-
wego. RzeczywistoS$¢ jest po prostu bogatsza od naszej intuicji. Nie
wida¢ zadnych powodéw, dla ktérych struktura Wszech§wiata miataby
by¢ ,,przykrojona” do mozliwosci naszego rozumu.

SUMMARY
THE ORIGIN OF PROBABILITY

After briefly reviewing classical and quantum aspects of probability, ba-
sic concepts of the noncommutative. calculus of probability (called also free
calculus of probability) and its possible application to model the fundamen-
tal level of physics are presented. It is shown that the pair (M, ), where
M is a (noncommutative) von Neumann algebra, and = a state on it, is both
a dynamical object and a probabilistic object. In this way, dynamics and
probability can be unified in noncommutative geometry. Some philosophical
consequences of such an approach are indicated.



