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1. MATEMATYKA A FIZYKA

Doglebne badania wzajemnych powigzan matematyki i fizyki pro-
wadza do wielu wniosk6w, czesto nieoczywistych, czesto wrecz zaska-
kujacych, zawsze jednak bardzo inspirujacych. W niniejszym artykule
przedstawimy jeden z tych fascynujacych epizodow, ktdry przez ostat-
nie ¢wier¢ wieku rozgrywat si¢, i wcigz sie rozgrywa, na granicy naj-
czystszej matematyki — teorii liczb — oraz najbardziej zywej fizyki
— mechaniki kwantowej. Jest to pierwsze polskojezyczne opracowa-
nie tego watku, ktéry wciaz znajduje si¢ we wstepnej fazie rozwoju,
i ktérego glebokie skutki dla dalszego rozwoju zaréwno fizyki, jak
i matematyki sa trudne do przecenienia. Jedno wiemy na pewno: jest
zwiazek zupelnie nieoczekiwany i bardzo gieboki — by nie powiedzie¢
(brak tu dobrego stowa) — intymny. Nie trzeba dodawac, ze wymaga
on zastosowania kilku trudnych formalizméw fizyki matematyczne;j.

Trudno zrozumied¢, dlaczego tak czysta dziedzina matematyki jak
teoria liczb miataby znaleZ¢ zastosowanie w mechanice kwantowej;
jeszcze trudniej pogodzi¢ si¢ z myS§la, ze jest to relacja wzajemna,
jakiej wczesniej nigdy nie bylo: klucz do beznadziejnie trudnego pro-

“UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy Srodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odrgbng numeracje stron.
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blemu matematycznego moze tkwi¢ w poznawalnej doswiadczalnie
strukturze Swiata kwantow!

Mozna wzglednie tatwo zrozumie¢ fakt przydatnosci np. analizy
matematycznej w mechanice nieba, réwnan rézniczkowych czastko-
wych w hydrodynamice, czy rachunku prawdopodobiefistwa w teorii
gier losowych. Wspomniane galezie matematyki powstawaty réwno-
legle z rozwojem odpowiednich dziedzin, na ich konkretne potrzeby.
Czesto tworzone byly przez tych samych ludzi. Newton uwazany jest
za jednego z najwickszych fizykéw, ale w kazdym zbiorze biografii
wielkich matematykéw zajmuje réwniez poczesne miejsce; podobnie
jak Euler, Laplace, Gauss, Riemann, Hamilton, Dirac i inni!.

Jednak wigkszo$§¢ dziedzin matematyki powstawata spontanicznie,
pod wptywem nieskrepowanej intuicji ,,czystych” matematykéw, dla
ktérych inspiracja bylo wylacznie szukanie obiektywnych prawidto-
wosci, nie za$ jakiekolwiek zastosowania. Co wiecej, niektorzy wrecz
chlubili si¢ z tego, bowiem brak zastosowan praktycznych oznacza
tez brak zastosowan watpliwych etycznie. Oto wyznanie wybitnego
matematyka angielskiego, Godfreya Harolda Hardy’ego (1877-1947):

Nigdy nie robilem nic ,,przydatnego”. Zadne z moich od-
kry¢ w najmniejszym nawet stopniu nie wptywa (i nie zanosi
si¢, by wptyneto) — dobrze lub Zle, posrednio lub bezposrednio
— na urok naszego Swiata [..]%

Prawdziwy matematyk bez trudu dojdzie do jednego po-
krzepiajacego wniosku: prawdziwa matematyka nie ma wplywu
na wojne. Nikt nie odkryt jeszcze Zadnego wojennego celu, kté-
remu miataby stuzy¢ teoria liczb lub teoria wzglednosci i wy-
daje si¢ mato prawdopodobne, by komus si¢ to udato. Sa, co
prawda, dzialy matematyki stosowanej, takie jak balistyka i ae-
rodynamika, ktére rozmyslnie rozwini¢to na potrzeby wojny,
i ktére wymagajg dos¢ skomplikowanej techniki; chyba trudno
nazwac je trywialnymi, lecz zadna z tych nauk nie pretenduje

"W latach trzydziestych XX wieku, gtéwnie za sprawg (skadingd bardzo konse-
kwentnego) programu francuskiej grupy matematycznej publikujacej monografie pod
pseudonimem N. Bourbaki, drogi matematykéw i fizykéw rozeszly sig.

2G.H. Hardy: Apologia matematyka, ttam. M. Fedyszak. Prészynski i S-ka, War-
szawa 1997, s. 101.
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do miana prawdziwej matematyki. Prawde powiedziawszy, sg

one odrazajace i nieznos$nie nudne [...]. Matematyka jest [...]
3

nieszkodliwym i niewinnym zajeciem”.
Za jedna z najbardziej ,,niewinnych” dziedzin matematyki ucho-
dzita zawsze teoria liczb. Obok geometrii to jedna z najstarszych dzie-
dzin matematyki. Cwieré wieku temu okazato sie jednak, Ze duze
liczby pierwsze maja kluczowe znaczenie w teorii szyfrow*. Nie czy-
nig wiec wprawdzie zta bezposrednio, lecz moga np. stuzy¢ do prze-
noszenia zaszyfrowanych meldunkéw czy rozkazéw o mato pokojo-
wej treSci. Zatem bylby to raczej wyjatek od sformutowanej powyzej
przez Hardy’ego reguly. Jak widaé, nalezy by¢ bardzo ostroznym przy
formutowaniu wszelkich radykalnych pogladéw. Historia rozwoju idei
jest trudna do przewidzenia, za$ proby prognozowania zwykle nie wy-
trzymuja pdzniejszej konfrontacji z rzeczywistoScig. W Swietle tego,
co wiemy obecnie, przytoczony powyzej poglad Hardy’ego wymaga,
co najmniej, korekty. Nawet tak ,,prawdziwa” matematyka jak teoria
liczb moze, niczym przystowiowa moneta, mie¢ niejedng strone.

2. HIPOTEZA RIEMANNA

Pojecie nieskoriczono$ci, wraz z réznymi swymi wariantami, na-
lezy do jezyka potocznego. Nalezy tez do paru dziedzin nauki, gdzie
kojarzy si¢ zwykle z czym$ niemozliwym, nieosiaggalnym Iub gra-
nicznym. Niekiedy miewa zabarwienie wrgcz mistyczne. Ale najlepiej
zadomowito si¢ w matematyce, gdzie, oczywiscie, nie ma miejsca na
mistycyzm, czy brak precyzji.

3G.H. Hardy: ibid., s. 95.

“W r. 1917 pracujacy dla korporacji AT&T Vernam opracowal sposéb szyfrowania
komunikatéw. W r. 1977 opublikowano tzw. public key cryptography (szyfrowanie
z kluczem publicznym), w ktérym zasadnicza role odgrywaja duze liczby pierwsze
i stad entuzjazm, z jakim witany jest kazdy rekord w tej dziedzinie. Aktualny (gru-
dzien 2001) ma postaé tzw. liczby Mersenne’a 2134917 _ 1; w zapisie dziesigtnym
liczba ta posiada 4053946 cyfr.
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Czy fakt, ze wszystkie bez wyjatku punkty, z catej nieskonczo-
nej ich ilodci, leza doktadnie na linii prostej moze mie¢ jakiekolwiek
znaczenie? Jak sprawdzi¢, ze tak jest faktycznie?

Istnieje jeden wazny przyktad takiego liniowego rozktadu: zespo-
lone rozwiazania rownania {(p) = 0. Wiadomo, Ze jest ich nieskoncze-
nie wiele. W literaturze fachowej przyjeto sie nazywac je ,,zerami’.
Funkcje £ okresla si¢ za pomoca szeregu

f(S)2=Z;:1+—+f+f+f+..., Re(s) > 1
n=1

Ma ona zasadnicze znaczenie w analitycznej teorii liczb: w niej
wlasnie zawarta jest tajemnica rozmieszczenia liczb pierwszych’.

W przetomowej pracy z r. 1859 Riemann postawit hipotezg, ze
wszystkie zespolone rozwiazania p réwnania {(p) = O leza na linii
prostej. Kierowat si¢ intuicjg, a takze bardzo pomystowymi oblicze-
niami numerycznymi, o czym dowiedziano si¢ przypadkiem, dopiero
kilkadziesigt lat po jego Smierci z analizy pozostawionych przezeii no-
tatek. Jak stwierdzit Riemann, co najmniej trzy (a by¢ moze nawet 20)
z poczatkowych obliczonych zer uktada si¢ doktadnie wzdluz pewnej
prostej. Dzi§ wiemy, Ze na tej prostej lezy ich ponad 50 miliardéw;
nie natrafiono, jak dotad, na zaden wyjatek. Z przyziemnego punktu
widzenia to ,,duzo”. Z punktu widzenia nieskoriczonosci to infinitezy-
malnie mato.

W r. 1914 wspominany powyzej Hardy wykonal wazny krok: po-
kazal, ze nieskoniczenie wiele rozwigzan réwnania {(p) = 0 lezy na
linii prostej. Wciaz jednak nie wiadomo, czy sa tam wszystkie. Mate-
matycy to, w pewnym sensie, skrajny przypadek biurokratéw — jesli
juz dopuszczajg wyjatki od reguly, to chca doktadnie wiedzie¢ jakie.
Zwlaszcza, ze w tym przypadku owe wyjatki zburzylyby pewien este-
tyczny schemat zawarty w twierdzeniu o liczbach pierwszych.

K. Maslanka, Riemann i jego funkcja , Zagadnienia Filozoficzne w Nauce, XXX,
2002, s. 18.



HIPOTEZA HILBERTA-POLYTL... 5

Im

hipotetyczne zera [

nie spetniajace hipotezy Riemanna
zera

nietrywialne

40i 4

149.773832...
148006161,

24

2+

2+ 143327073
;2 +140.918719...
2+ 137.586178..,
2 +132.935062...
24
2
24

30i 130424876,

i25.010858...

2Gi 121.022040...

172 + 1 14.134725...
10i biegun prosty
zera trywialne

e 4 4 4 s e L 1 1 1 Re

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 2 4 8
-10i

1:2 - 114.134725...

-20i 1.2 - 121.022040...

1.2 - 126.010858...

-30i 172 - 130.424875..,

15 - 132036062,

) 12 - 137586 178...

~40i 12 - 140.918719...

132143327073

1/2 - 142.005151...

o 1214907738320

linia krytyczna {-b| pas krytyczny

Czarne punkty oznaczaja rozwigzania rownania {(p) = 0. A priori
mozna rozwazaé trzy ich rodzaje: trywialne: —2,-4,—6,...; nietry-
wialne: 1/2 + vy, ktére, zgodnie z intuicja Riemanna, leza na linii
krytycznej, oraz — ewentualnie — hipotetyczne, nie spetniajace hi-
potezy Riemanna, dla ktérych cze$¢ rzeczywista bylaby rézna od
Tych ostatnich prawdopodobnie nie ma, niemniej nikt, jak dotad, nie
wykluczyt ich istnienia w sposéb Scisty.

O tym, jak powaznie i ambicjonalnie traktowal Hardy znalezienie
dowodu postawionej przez Riemanna hipotezy, Swiadczy nastepujace,
autentyczne zdarzenie. Hardy byt znanym, nieco cynicznym agnosty-
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kiem. W swej Swiadomos$ci dopuszczal jednak miejsce dla Boga jako
istoty wszechmocnej oraz inteligentnej, ale przekornej, ktéra lubi draz-
ni¢ sie z ludZmi. Czesto wiec staral si¢ wyprowadza¢ Go w pole,
stosujac zagrania podwdjnie przekorne. Jedna ze znanych anegdot
opowiada, ze bedac w powaznym (tak przynajmniej sadzil) niebez-
pieczefistwie w czasie podrézy morskiej do Danii, wystal pocztéwke
do znajomych o tresci jawnie nieprawdziwej: ,,Udowodnifem hipoteze
Riemanna”. Po swym szczesliwym powrocie tlumaczyt to tak: ,,Gdy-
bym byt zginat, wéwczas, podobnie jak Fermat, przeszedibym do hi-
storii jako ten, ktéry rozwigzal najtrudniejszy problem matematyczny.
Ale zazdrosny o moja poSmiertng stawe B6g nie dopuscitby do tego.
Jedyne wiec, co Mu pozostato, to ocali¢ mnie.”

3. HIPOTEZA HILBERTA-POLYI

Jest rzecza dziwna, by nie powiedzie¢: upokarzajaca, ze w tym
najwazniejszym ze swych nierozwigzanych zagadnieni ,,krélowa nauk”
bedzie zmuszona zwrdcié si¢ o skuteczng pomoc do fizyki. I to w kwe-
stii dziedziny tak starej i tak szacownej jak teoria liczb, ktéra z ko-
lei nazwano wzniosle ,krélowa matematyki”®. Fizyka bowiem potrafi
sformufowac warunki, ktére sprawia, ze wszystkie punkty, z nieskon-
czonej ich ilodci, utozg si¢ doktadnie wzdluz pewnej prostej. Sa to
pewne warunki symetrii, od kilkudziesieciu juz lat z powodzeniem
stosowane w mechanice kwantowej. W powszechnie przyjetym jezyku
tej teorii, czyli w formalizmie przestrzeni Hilberta, méwimy, ze kazdej

6Znane powiedzenie ,ksiecia matematykéw”, skadinad tez astronoma i fizyka,
Karla Friedricha Gaussa, jest czgscig jego dluzszej wypowiedzi: ,Matematyka jest
krélowa nauk, za$ arytmetyka [= teoria liczb] jest krélowa matematyki. Czesto zniza
si¢ do tego, by stuzy¢ astronomii oraz innym naukom przyrodniczym, lecz niezaleznie
od tego nalezy si¢ jej pierwsze miejsce.” (Cytat za: E.T. Bell, The Queen of the
Sciences, Baltimore, 1931) — Pierwsza czg¢$¢ tej wypowiedzi to zgrabny, ale dos¢
pusty slogan, z ktérym trudno polemizowacl, a jeszcze trudniej wysnué zen jakie$
konstruktywne wnioski. Co do drugiej czgsci, to jest ona bardziej konkretna, ale
dyskusyjna. W moim przekonaniu matematyka nie ,,stuzy” zadnej innej nauce; jej
niezalezno$¢ i samowystarczalno$¢ jest immanentna. Co najwyzej uzycza niektérych
ze swych technik, giéwnie fizyce, astronomii oraz naukom technicznym.
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mierzalnej wielkosci fizycznej odpowiada tzw. liniowy operator hermi-
towski. Zgodnie z waznym twierdzeniem matematycznym, kazdy taki
operator posiada dyskretne widmo wartoSci wtasnych, a wszystkie one
sq rzeczywiste. To jeszcze nie brzmi specjalnie interesujaco; trzeba
jednak pamietaé, ze liczby rzeczywiste sg szczegdlnymi przypadkami
tworéw ogdlniejszych: liczb zespolonych. Te ostatnie maja interpre-
tacje punktéw na plaszczyznie; z punktu widzenia owej ptaszczyzny
wszystkie liczby rzeczywiste leza doktadnie na prostej. 1 to jest bardzo
obiecujacy klucz do dowodu hipotezy Riemanna: jesli, oznaczywszy
rozwigzania réwnania {(p) = 0 jako p = 1/2 + iy, znajdziemy taki
operator hermitowski, ktérego wartoSciami wtasnymi bylyby liczby vy,
to hipoteza ta bytaby prawdziwa.

Trzeba otwarcie przyznaé, ze jest to bardzo ogdlnikowe sformuto-
wanie; nikt jak dotad nie skonstruowat takiego operatora’; nie wiemy
nawet nic o wlasno$ciach ewentualnej przestrzeni, w ktérej miatby on
dziatac.

Mimo to, powyzszy szkic rozumowania, cho¢ tak daleki od ma-
tematycznej precyzji, jest obecnie jedna z najbardziej obiecujacych
drég do stwierdzenia ewentualnej prawdziwosci hipotezy Riemanna.
Nosi on tradycyjng nazwe hipotezy Hilberta-Polyi. W S$wiadomo-
Sci fizykéw matematycznych od dluzszego czasu istnialo przekonanie
o prawdziwosci tej hipotezy. Nie bylto jednak Zadnych udokumentowa-
nych §ladéw jej powstania w literaturze. Stanowita ona swoistg ,,ma-
dro$¢ ludowa” datowana na rok ok. 1910. Jednak pierwsza drukowana
wzmianka o niej pochodzi dopiero z pracy Montgomery’ego z r. 1973
na temat istnienia korelacji zer funkcji { Riemanna. Sporo §wiatfa na
jej histori¢ rzuca korespondencja przytoczona na koricu tego artykutu.

"Jedynym znanym mi wyjatkiem jest praca S. Okubo Lorentz-invariant Hamilto-
nian and Riemann Hypothesis, quant-ph/9707036, 17 July 1997. Autor twierdzi, ze
skonstruowat ,,dwuwymiarowy, lorentzowsko niezmienniczy hamiltonian, ktéry moze
mie¢ zwigzek z hipoteza Riemanna”. — Podjeto tez obiecujace proby skonstruowa-
nia wneki mikrofalowej, ktérej widmo drgain wtasnych miatoby symulowaé¢ widmo
pewnych ukladéw czysto kwantowych (A. Richter, Politechnika w Darmstadt).



8 Krzyszror MASLANKA

4. PRZYPADKOWE SPOTKANIE

Dawno juz minety te romantyczne czasy, gdy w nauce udawato
sie odkryé co§ waznego w sposéb przypadkowy®. Dzisiejsza nauka,
ogladana od strony kuchni, przypomina bardziej wyczynowy sport:
wszystko wydaje si¢ precyzyjnie zaplanowane, wszystko odbywa sie
w atmosferze olbrzymiej konkurencji. A jednak o tej jednej waznej
kwestii zadecydowat szczeSliwy traf: przypadkowe spotkanie dwu wy-
bitnych specjalistéw. Wszystko to stalo w okresie, gdy obydwie strony,
tj. i matematyka, i fizyka, dojrzaty do takiej owocnej interakcji: w okre-
sie nagromadzenia dostatecznej iloSci wiedzy i zrozumienia stosow-
nych prawidfowosci.

Zdarzyto sie to w r. 1972, w budynku zwanym Fuld Hall w Institute
for Advanced Study w Princeton, New Jersey — stawnym i zastuzo-
nym osrodku fizyki teoretycznej wybudowanym w latach trzydziestych
ubiegltego stulecia, ktéry goscil m.in. Alberta Einsteina, Kurta Godla
i in. Niezmordowanym ,katalizatorem” przypadkowego spotkania byt
hinduski teoretyk liczbowy, Daman Chowla®, za$ jego uczestnikami
byli: matematyk Hugh Montgomery'? oraz fizyk Freeman Dyson!!.

To jedyne w swym rodzaju, przypadkowe a tak brzemienne
w skutki, spotkanie przy herbacie opisali szczegétowo w niedawno

8W XIX wieku pewien technik sprawdzajacy nowy teleskop optyczny (zanim
jeszcze zaczeli uzywaé go astronomowie) odkryt przypadkiem nowy ksiezyc Saturna.

Sarva Daman Chowla (1907-1995), wybitny matematyk hinduski, godny konty-
nuator tradycji zapoczatkowanej przez Ramanujana.

""Hugh L. Montgomery, specjalista od teorii liczb, obecnie profesor University of
Michigan.

"Freeman Dyson, ur. 1923. ,The best English theorist since Dirac” — takg po-
chlebng referencje wystawil mtodemu Dysonowi w r. 1949 stawny amerykariski fizyk
jadrowy, Hans Bethe.
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wydanych ksigzkach: Karl Sabbagh oraz John Derbyshire'?. Oto frag-
ment z ksigzki Sabbagha opisujacy 6w epizod:

Wspomina Hugh Montgomery: [Hinduski matematyk zaj-
mujacy si¢ teorig liczb, Chowla] zapytal mnie: ,,Spotkates Dy-
sona?” Odpartem: ,,Nie”. Wtedy on: ,,No to p6éjdziemy i przed-
stawie ci¢ Dysonowi”. Na to ja: ,,Nie, nie. Ja rozumiem, ale nie
ma potrzeby spotykania si¢ z Dysonem”.

Chowla chodzit tam i z powrotem, w koncu silag wy-
wlék! mnie z pokoju. Nie miatem najmniejszej ochoty zawracac
glowy [Dysonowi]. Nie sadzitem, bym mial mu co§ ciekawego
do powiedzenia. Lecz kiedy Chowla przedstawil mnie Dyso-
nowi, ten przyjal mnie bardzo uprzejmie. Potem zapytal, nad
czym pracuje; wiec powiedzialem mu, ze przygladam si¢ zerom
funkcji dzeta.

Potem Montgomery przeszedt do konkretéw i kiedy wspo-
mnial o formule, ktéra, jak udowodnit, opisuje statystyczny roz-
ktad zer, Dyson ozywil si¢ wyraZznie. Zobaczywszy

. 2
. (sm(ﬂx))

X

powiedzial co§ w rodzaju: ,,No, to jest gestos¢ korelacji par dla
warto$ci wlasnych macierzy w unitarnym zespole gaussowskim
[Gaussian Unitary Ensemble]”.

,Nigdy dotad nie styszalem zadnego z tych okreslen —
przyznaje dalej Montgomery. Stéw Dysona nie pami¢tam do-
ktadnie, bo wszystkie te terminy styszatem pdzniej tyle razy, ale
powiedzial na pewno: korelacja par i co§ w rodzaju: macierze
losowe”.

Tak wiec Dyson dostrzegt zwigzek pomiedzy dwiema, zda-
waloby si¢ odmiennymi, dziedzinami wiedzy: fizykg kwantowg
oraz teorig liczb. Okazalo si¢, ze fizycy, poszukujac sposo-
béw opisu zachowania np. skomplikowanych jader atomowych,

2K, Sabbagh, Dr. Riemann’s Zeros, Atlantic, 2002; J. Derbyshire, Prime Obses-
sion: Bernhard Riemann and the Greatest Unsolved Problem in Mathematics, Joseph
Henry Press, 2003. — Obydwie te ksigzki, mimo ze napisane przez nie-specjalistow,
zyskaly bardzo pochlebne opinie wsréd zawodowych matematykow, por. np. recenzja
piéra E. Bombieriego: The Indivisible Man, American Scientist, July/August 2003.
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natkneli si¢ na formuly bardzo podobne do proponowanego
przez Montgomery’ego dla opisu rozkladu zer funkcji dzeta
Riemanna.

Zapytalem dalej Montgomery’ego, czy duzo zajmowal si¢
tymi matematycznymi tworami, o ktérych méwit Dyson, zna-
nymi jako macierze losowe. ,,Nigdy wczesniej nie widzialem
macierzy losowej — odparl. — PéZniej zresztg tez raczej nie.”
Ale dla Freemana Dysona ta wymiana zdan przy herbacie ozna-
czala zupelng zmian¢ dotychczasowego kierunku badan.

,,0 ile mi wiadomo — méwi Montgomery — Dyson nie
mySlat o tym wszystkim po naszej pigciominutowej rozmowie.
Nie spotkaliSmy si¢ od tej pory, tak wiec byla to nasza jedyna
rozmowa w zyciu. Za to bardzo owocna: catkiem przypadkowe
odkrycie we wlasciwym momencie. Ja mialem wynik, trzeba
tylko bylo potaczenia i on je dostarczyl. Wszystko to nie zmie-
nito matematyki, a jedynie nasze zrozumienie w kwestii tego,
z czym wigze si¢ matematyka. Sadze, ze w czasie, ktéry uptynat
od naszej rozmowy i tak kto§ inny dostrzeglby to potfaczenie...
to juz przeciez niemal trzydziesci lat. [...]”

Skutkiem tej jednej rozmowy bylo zupelnie nowe podejscie
do hipotezy Riemanna, jak réwniez ta fascynujgca mozliwos¢,
7e — w jaki§ istotny sposob — kwantowy Wszech§wiat za-
chowuje sie tak, jakby byl sterowny przez rozmieszczenie zer
funkcji dzeta Riemanna. Z tej rozmowy narodzito si¢ zupetnie
nowe podejscie do hipotezy Riemanna, wiecej: mozliwosc, iz
w jakis bardzo istotny sposob zachowanie si¢ Swiata kwantow
wynika z rozmieszczenia zer funkcji dzeta Riemanna [podkre-
§lenie moje: K.M.]"3.

Ostatnie zdanie z przytoczonego obszernego cytatu z ksiazki Sab-
bagha niemal pokrywa si¢ z kwestia, ktéra wygtasza gtéwny boha-
ter filmu Beautiful mind, wybitny matematyk John Nash, w scenie
wyktadu na konferencji w Uniwersytecie Columbia (1959 r.), kiedy

BK. Sabbagh, ibid., p.134-136. — Autor tej ksigzki zastosowal prosta, lecz sku-
teczna i popularng, zwlaszcza w Stanach, metodg: jej rdzen stanowig liczne krétkie
wywiady z fachowcami z ,,pierwszej linii frontu” badai naukowych, przedzielone
popularnonaukowym (nie zawsze Scistym) ,,wypelniaczem”. — Na temat spotkania
Montgomery’ego z Dysonem por. tez: Ivars Peterson, The return of zeta, The Weekly
Newsmagazine of Science, http://www.sciencenews.org.
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to nieoczekiwanie ujawnia si¢ rzeczywisty, i nader niepokojacy, stan
jego psychiki. Wydaje mu si¢, ze wsréd audytorium kraza tajemnicze
postacie agentéw stuzb specjalnych.

Nash:. ..And so we see that if the zeroes of the Riemann
zeta function correspond to singularities in the space-time then
conventional number theory breaks down in the face of rela-
tivistic exploration... Sometimes, our expectations are betrayed
by the numbers... And variables are impossible to assign any
rational value...

Widzimy wiec, Ze jesli zera funkcji dzeta Riemanna odpo-
wiadajq osobliwosciom w czasoprzestrzeni, wowczas w bada-
niach nad teorig wzglednosci tradycyjna teoria liczb zatamuje
sig... Niekiedy liczby zawodzq nasze oczekiwania... A zmiennym
nie da sie przypisac Zadnych wartosci rzeczywistych...

Mam wrazenie, Ze scenarzySci tego — skadingd bardzo odpo-
wiedzialnie potraktowanego — filmu musieli jednak sugerowac si¢
pdéZniejszymi o kilkanascie lat odkryciami, chcac wykreowaé swego
bohatera nie tylko na geniusza, ale wrecz — nie wiem, dlaczego i na ile
Swiadomie — na proroka. Gdyby bowiem Nash, co raczej watpliwe,
faktycznie powiedziat co$ takiego (w roku 1959!), bylyby to stowa
doprawdy prorocze. Z punktu widzenia psychologii wspomniana kwe-
stia to swoisty, poszarpany ,,strumienn §wiadomosci”. Niemniej tworcy
filmu zadbali o matematyczng precyzje swego dzieta: np. we wspo-
mnianej scenie wyktadu wszystkie formuly dotyczace teorii liczb na
trzech widocznych w tle tablicach sa poprawne i zestawione w spos6b
bardzo logiczny'4.

YA Beautiful Mind, 2001, rezyseria Ron Howard, w roli profesora Nasha Russel
Crowe, na postawie ksigzki S. Nasar, A Beautiful Mind: A Biography of John Forbes
Nash, Jr., Winner of the Nobel Prize in Economics, Simon&Schuster, 1998; ttum.
polskie: Pigkny umyst, 2001.
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5. PRZYCZYNY KOINCYDENCJI

Powotaniem fizyki teoretycznej jest m.in. szukanie i wyjasnianie
zagadkowych koincydencji. Ukrytym zalozeniem jest zawsze to, Ze nie
moze za tym sta¢ przypadek. Najslawniejszym przyktadem jest oczy-
wiscie — znana od czaséw Galileusza — réwnos¢ masy bezwtadnej
i grawitacyjnej, w ktérej Einstein rozpoznat klucz do zagadki grawita-
cji. Z kolei rownos¢ tadunkéw elektrycznych protonu i elektronu moze
okazaé sie kluczem do zrozumienia istoty elektromagnetyzmu.

I oto kolejna zagadkowa koincydencja: réwno$¢ statystycznych roz-
ktadéw zer funkcji £, odpowiedzialnych za rozklad liczb pierwszych,
z jednej strony, oraz pozioméw kwantowych, z drugiej'>. Smialy, lecz
przeciez tak atrakcyjny wniosek narzuca si¢ od razu: funkcja { repre-
zentuje jakiS absolutny, ,,God-given” uktad kwantowy; jego poziomy
energetyczne to zera tej funkcji, stad hipoteza Riemanna musi by¢
prawdziwa.

SNalezy z naciskiem podkresli¢, ze rozktad ten jest bardzo wyrafinowany (opisuje
go nieliniowe réwnanie rézniczkowe typu Painleve V), za$§ zgodno$¢, mierzona testem
Kotmogorowa-Smirnowa, jest bardzo duza.
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Formula, ktéra pojawila si¢ w rozwazaniach Montgomery’ego na te-
mat zer funkcji {, a w ktérej Dyson rozpoznat tzw. funkcje korelacji
par dla warto$ci wlasnych duzych macierzy losowych, uzywanych od
lat 50-tych ubieglego wieku do opisu rezonanséw ciezkich jader ato-
mowych. Krzywa ciggla to wykres tej funkcji. Kropki oznaczaja, uzy-
skang numerycznie, funkcje korelacji par dla 8 milionéw zer w poblizu
zera nr 10%°. Zgodno$¢ obu rozktadéw jest uderzajaca. Przebadano tez
kilka innych, znacznie bardziej wyrafinowanych statystyk.

Obecny status tej idei daleki jest od tego, by uznaé go za pod-
recznikowy paradygmat. Jest jednak rzecza nieprawdopodobna, by byt
to jedynie kuriozalny przypadek, lub wyjatkowa ztoSliwo$¢ Stworcy
przy projektowaniu praw fundamentalnych. Asekuracyjnie przytocze
tu dwa skrajne poglady, wierzac, ze obiektywna prawda — jak zwy-
kle — lezy gdzie§ pomiedzy nimi (cho¢ sam uwazam, Ze lezy ona
znacznie blizej pierwszego z tych pogladéw).

Wybitny i autorytatywny angielski teoretyk, prof. Michael Berry
jest entuzjastg takiego podejscia. Jego zdaniem jesteSmy Swiadkami

»pojawienia si¢ nowej nauki, ktéra prowadzi do odkrycia nie-
znanych obszaréw zachowania si¢ uktadéw mikroskopowych”
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[an emerging science that is leading to the discovery of unfa-
miliar regimes of behaviour in microscopic systems]'6.

Natomiast specjalista od chaosu kwantowego, R.V. Jensen, daleki
jest od jakiegokolwiek entuzjazmu. Jego zdaniem, wspomniana kon-
cepcja to tylko

,.Kiepsko zdiagnozowana choroba, ktérej nieliczne objawy poznali-
Smy” [a poorly characterized disease for which we have only identified
some of the symptoms]!’.

APPENDIX: KILKA LISTOW

Prof. Andrew M. Odlyzko (Andrzej Odtyzko), matematyk pol-
skiego pochodzenia, od lat 60-tych ubiegtego wieku w USA. Ukorniczyt
studia matematyczne w California Institute of Technology, pracowat
w AT&T Bell Laboratories, obecnie jest szefem centrum obliczenio-
wego University of Minnesota. Zdobyt rozglos m.in. podaniem (wsp6l-
nie z Hermanem te Riele) dowodu nieprawdziwosci hipotezy Mertensa
— 88 lat po jej opublikowaniu. Opracowal tez (wsp6lnie z Arnoldem
Schonhage’m) wyrafinowana, lecz nader skuteczng metode¢ obliczania
,»wysokich” zer funkcji Riemanna, bez koniecznosci liczenia wszyst-
kich poprzednich.

Na poczatku lat 80-tych Odlyzko postanowit zbada¢ pochodzenie
hipotezy Hilberta-Pdlyi. W dalszym ciggu przedstawi¢ kilka listow
z jego korespondencji, na opublikowanie ktérych byt uprzejmy wyrazié
zgode.

Pierwsza z odpowiedzi George’a Pdlyai jest, jak sie zdaje, jedynym
udokumentowanym S$wiadectwem w tej kwestii.

1ML V. Berry, Quantum physics on the edge of chaos, New Scientist, Nov. 19, 1987,
44-47.
7R.V. Jensen, Classical chaos, American Scientist 75, 1987.



HIPOTEZA HILBERTA-POLYT... 15

KORESPONDENCJA Z GEORGE’M POLYA

G. Pélya (1887-1985), wybitny matematyk amerykanski pocho-
dzenia wegierskiego. Piszac zamieszczone ponizej listy miat 94 lata.
Zgodnie z informacjg pochodzaca od matematyka N.G. de Bruijna,
bedac w podesztym wieku, Pélya zazwyczaj dyktowal listy swej Zo-
nie, za$§ sam jedynie je podpisywal. Fakt, ze obydwa ponizsze listy
napisal wlasnorgcznie dowodzi, ze poruszany w nich problem zainte-
resowal go w sposéb szczegdlny. Okolicznosci sformutowania hipo-
tezy zawarte w pierwszym z listéw sg zgodne z tym, co w prywatnej
rozmowie z Pélya ustyszal matematyk Denis Hejhal.

ANDREW ODLYZKO DO GEORGE’A POLYAI, 8 GRUDNIA 1981

Drogi Profesorze Pdlya,

styszalem przy kilku okazjach, ze Pan oraz Hilbert'® zalozyliscie
niezaleznie, ze zera funkcji dzeta Riemanna moga odpowiadaé¢ warto-
Sciom wlasnym pewnego samosprzezonego operatora hermitowskiego.
Czy mégtby Pan podaé mi jakieS referencje? Czy mogtby Pan rowniez
powiedzieé, kiedy to zatozenie zostato poczynione oraz jakie rozumo-
wanie stalo wtedy za tym?

Powodem mojego pytania jest to, ze planuje¢ napisanie artykuiu
przegladowego na temat rozktadu zer funkcji dzeta. Otrzymatem kilka
wynikow teoretycznych; co wiecej, wykonatem szczegétowe oblicze-
nia numeryczne zer dzety i poréwnatem ich rozktad z rozktadem war-
toSci wlasnych losowych macierzy hermitowskich, ktére z kolei byty
bardzo powaznie brane pod uwage przez fizykéw.

Jesli istnieje operator hermitowski stowarzyszony z funkcja dzeta,
wowczas, w jakim$ sensie, mozna by oczekiwaé, ze bedzie on miat
wlasnosci losowego operatora hermitowskiego, a ten z kolei bytby po-
dobny do losowej macierzy hermitowskiej. Odkrytem, Ze statystyczny

8David Hilbert (1862-1943), uwazany jest za ostatniego z wielkich matematykéw,
ktérzy byli w stanie ogarnaé cato$¢ zgromadzonej do jego czaséw wiedzy matema-
tycznej.
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rozktad zer funkcji dzeta jest faktycznie podobny do rozktadu wartosci
wilasnych losowych macierzy hermitowskich typu unitarnego.

Bylbym wdzieczny za wszelkie informacje lub komentarze, ktére
bytby Pan uprzejmy mi przekazad.

Z powazaniem,

Andrew Odlyzko

GEORGE POLYA DO ANDREW ODLYZKO, 3 STYCZNIA 1982

Drogi Panie Odlyzko,

bardzo dzigkuj¢ za list z 8 grudnia. Moge Panu powiedzie¢ jedynie
o tym, co przydarzyto si¢ mnie. Gdzie§ na poczatku roku 1914 skofi-
czyl sie¢ mdj dwuletni pobyt w Getyndze. Prébowatem nauczy¢ sie
od Landaua'® analitycznej teorii liczb. Ktérego$ dnia zapytal mnie:
»Zna pan troche fizyki. Czy zna pan jaki§ powdd fizyczny, dla ktérego
hipoteza Riemanna powinna by¢ prawdziwa?”

Odpartem: ,.Byloby tak w przypadku, gdyby nietrywialne zera
funkcji ¢ byly tak powigzane z problemem fizycznym, ze hipoteza
Riemanna bytaby réwnowazna temu, iz wszystkie wartosci wlasne za-
gadnienia fizycznego sg rzeczywiste.”

Uwagi tej nigdy nie opublikowatem, niemniej jako$ rozpowszech-
nifa si¢ i wciaz si¢ o niej pamigta.

Z najlepszymi pozdrowieniami, szczerze oddany

George Pdlya

ANDREW ODLYZKO DO GEORGE’A POLYA’I, 18 STYCZNIA
1982

Drogi Profesorze Pdlya,
bardzo dzigkuje za list z dnia 3 stycznia wraz z informacja co do
genezy Pariskiej hipotezy dotyczacej zer funkcji dzeta.

Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938), nastepca Hermanna Minkow-
skiego na katedrze w Getyndze, wybitny specjalista od teorii liczb.
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By¢ moze wiadomo Panu, zZe fizycy prowadzili zakrojone na sze-
roka skale badania rozktadu wartoSci wlasnych losowych macierzy
hermitowskich. Uwaza si¢ dalej, ze jesli istnieje operator zwigzany
z funkcja dzeta, to jego wartoSci wlasne moglyby, w jakim§ sensie,
zachowywac si¢ jak wartoSci wlasne losowych macierzy hermitow-
skich. Cigg takich rozumowan jest, rzecz jasna, bardzo watly, lecz,
co ciekawe, wydaje si¢ pracowad, jak to pokazuja zataczone wykresy
oraz inne otrzymane przeze mnie wyniki. W kazdym razie przesle
Panu kopie moich prac na ten temat, z prosSba o komentarz, gdy tylko
beda one gotowe.

Z powazaniem,

Andrew M. Odlyzko

GEORGE POLYA DO ANDREW ODLYZKO, 26 KWIETNIA 1982

Drogi dr Odlyzko,

prosze wybaczy¢ opdZnienie tej odpowiedzi na Pana list ze stycz-
nia. Od niemal dwu lat jestem chory. Nie mogtem czytaé. Kilka dni
temu dostalem maszyne do czytania, co pozwolito mi przeczyta¢ Pana
listy. Nie rozumiem jeszcze [przystanych mi] wykresow, ale czekam
na prace, ktérg Pan zapowiedziat.

Z powazaniem,

G. Pélya

W tym czasie drugi z wspéttworcow omawianej hipotezy, David
Hilbert (1862-1943) nie zyt juz od blisko 40-tu lat. Jedng z Zyja-
cych oséb, ktéra intensywnie wspoéipracowala z Hilbertem byta Olga
Taussky-Todd. Niestety, pomimo pelnej checi pomocy, ten posredni
§lad nie okazat si¢ tak owocny jak poprzedni.



