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CZESC I
1. POWSTANIE KIERUNKOW KLASYCZNYCH

Filozofia matematyki weszta w XX wiek w atmosferze kryzysu.
Byt on zwiazany przede wszystkim ze statusem i rolg obiektéw abs-
trakcyjnych. W teorii mnogosci stworzonej przez G. Cantora w ostat-
niej éwierci XIX wieku wykryto antynomie. Pewne z nich znal juz
Cantor — na przyktad antynomi¢ zbioru wszystkich zbioréw czy an-
tynomie¢ zbioru wszystkich liczb porzadkowych. Potrafit je jednak wy-
eliminowa¢ wprowadzajgc rozréznienie pomiedzy klasami a zbiorami.
Nowe trudno$ci pojawily sie, gdy B. Russell wykryl w systemie lo-
giki G. Fregego, do ktdérego ten ostatni chcial zredukowaé arytmetyke
liczb naturalnych, antynomie klas niezwrotnych (zwang dzi§ antynomig
Russella). Obok tego pojawily si¢ jeszcze tzw. antynomie semantyczne
(G.D. Berry, K. Grelling).

“UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy Srodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odrebng numeracj¢ stron.

! Artykul powstal w oparciu o Wstep do przygotowanej przeze mnie ksigzki Wspdi-
czesna filozofia matematyki, ktéra ukazata si¢ w Wydawnictwie Naukowym PWN,
Warszawa, 2002.
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W tej sytuacji powstata potrzeba znalezienia solidnego i pew-
nego fundamentu dla matematyki. Proby znalezienia takiego funda-
mentu i przezwyci¢zenia kryzysu doprowadzity m.in. do uksztattowa-
nia si¢ nowych kierunkéw filozofii matematyki, a mianowicie logi-
cyzmu, intuicjonizmu i formalizmu. Prébujac zaradzi¢ trudnoSciom
ujawnionym przez kryzys odwolywano si¢ oczywiscie do pewnych
wczeSniejszych tendencji i osiggnie¢ matematyki, zwlaszcza matema-
tyki XIX wieku. Szczeg6lnie istotne byly tu: samo powstanie teorii
mnogosci, arytmetyzacja analizy matematycznej (A. Cauchy, K. We-
ierstrass, R. Dedekind), aksjomatyzacja arytmetyki liczb naturalnych
(G. Peano), powstanie geometrii nieeuklidesowych (N.I. Lobaczew-
ski, J. Bolayi, C.F. Gauss) i pelna aksjomatyzacja systeméw geometrii
(M. Pasch, D. Hilbert), wreszcie powstanie i szybki rozwdj logiki ma-
tematycznej (G. Boole, A. de Morgan, G. Frege, B. Russell).” Nowe
kierunki filozofii matematyki szukaly odpowiedzi na pytanie o solidne,
pewne i bezpieczne podstawy matematyki przede wszystkim w logice
matematycznej i teorii mnogosci.

1.1. LOGICYZM

Logicyzm,? ktéry zostal zapoczatkowany przez G. Fregego, a roz-
winiety przez B. Russella i A.N. Whiteheada, wyrést z zywej w XIX
wieku tendencji tzw. arytmetyzacji analizy matematycznej, ktérej ce-
lem bylo pokazanie, Ze cala teoria liczb rzeczywistych lezaca u pod-
staw analizy da si¢ wyprowadzi¢ z arytmetyki liczb naturalnych. Re-
alizacja tego zadania postawita nowy problem, a mianowicie oparcie
arytmetyki liczb naturalnych (a w konsekwencji calej wlasciwie ma-
tematyki) na jakiej$ prostszej, bardziej elementarnej teorii. Zadania
tego podjat sie wlasnie G. Frege poprzez redukcje arytmetyki do lo-

2Osiggniecia te doprowadzily tez na progu XX wieku do radykalnej zmiany
ksztaltu matematyki, a wigc do powstania nowego paradygmatu matematyki, zwa-
nego paradygmatem logiczno-teoriomnogo$ciowym (por. Batég, 1996).

3Dokfadne informacje na temat logicyzmu i pozostatych kierunkéw klasycznych,
ich rozwoju i znaczenia znaleZz¢ mozna na przyktad w ksigzce R. Murawskiego Filo-
zofia matematyki. Zarys dziejow — — zob. Murawski (1995).
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giki, a nastepnie, po wykryciu sprzecznosci systemu logiki Fregego,
A.N. Whitehead i B. Russell, ktérzy pokazali, jak mozna cala mate-
matyke zredukowaé do tzw. teorii typéw. W ten sposéb powstat lo-
gicyzm, ktérego gtéwna teze mozna sformutowaé jako stwierdzenie,
7ze matematyka jest redukowalna do logiki, czyli Ze matematyka jest
jedynie czescig logiki. W konsekwencji twierdzenia matematyki maja
jednoznacznie wyznaczong tresS¢ i jest to treS¢ logiczna. Sg one — po-
dobnie jak zdania logiki — zdaniami analitycznymi. Pewne trudnosci
techniczne zwiazane z taka redukcjg (w szczegdlnosci konieczno$é
korzystania z pewnych aksjomatéw nie majgcych charakteru czysto
logicznego, jak na przykiad aksjomat nieskoriczonoSci czy aksjomat
redukowalnosci), na ktére natrafili Whitehead i Russell, spowodowaty,
ze dzi$ logicyzm funkcjonuje jako teza o sprowadzalno$ci matematyki
do logiki i teorii mnogosci.

1.2. INTUICJONIZM

Drugi gtéwny kierunek w filozofii matematyki powstaty na przeto-
mie wiekéw to intuicjonizm stworzony przez L.E.J. Brouwera. U jego
podstaw legly pewne koncepcje, ktore pojawily si¢ w pracach L. Kro-
neckera, H. Poincarégo oraz grupy matematykéw francuskich, zwa-
nej paryskg szkofg intuicjonizmu (w sktad tej grupy wchodzili m.in.
R. Baire, E. Borel, H. Lebesgue i N.N. Luzin). Zasadnicze poglady
Brouwera i intuicjonizmu mozna scharakteryzowa¢ w sposob nastepu-
jacy. Ot6z intuicjonizm przeciwstawia si¢ platonizmowi i glosi ontolo-
giczng tez¢ konceptualizmu, zgodnie z ktérg matematyka jest funkcja
intelektu ludzkiego i wolng zyciowa aktywnoScig rozumu. Obiekty
badane przez matematyke to pojecia istniejagce w umysle. U podstaw
matematyki lezy fundamentalna intuicja liczby naturalnej zwigzana
z intuicja apriorycznego czasu (wida¢ tu wyrazne zwiazki z filozofig
Kanta). W konsekwencji zatem w matematyce istnieje tylko to, co kon-
struowalne przez umyst, nalezy wiec odrzuci¢ metode aksjomatyczng
jako metode budowania i ugruntowywania matematyki, gdyz postuluje
ona tylko istnienie obiektéw o danych wlasnoSciach, a nalezy je prze-
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ciez skonstruowac. Intuicjonisci odrzucajg tez istnienie nieskoriczono-
Sci aktualnej i zbioréw nieprzeliczalnych, zbiér nieskoiczony mozna
bowiem wediug nich rozumie¢ jedynie jako prawo czy regule tworze-
nia wciaz nowych jego elementéw, a taki zbidr jest zawsze przeliczalny
(i jest nieskoriczono$cig potencjalng tylko). Konsekwencja przyjecia
konceptualizmu jest takze odrzucenie tzw. dowodéw niekonstruktyw-
nych dla stwierdzen egzystencjalnych (w szczegdlnosci dowodéw nie
wprost) jako nie podajacych konstrukcji postulowanych obiektéw. In-
tuicjonisci twierdzg tez, ze logika jest czym$ wtérnym w stosunku do
matematyki, ze to logika opiera si¢ na matematyce a nie na odwro6t (jak
chca logicySci). Glosza oni tez, iz wszelkie konstrukcje matematyczne
sa niezalezne od jakiegokolwiek jezyka. Jezyk stuzy jedynie do ko-
munikowania innym swych konstrukcji matematycznych. Intuicjonisci
podjeli tez proby rekonstrukcji istniejgcej matematyki na bazie gloszo-
nych tez filozoficznych. Doprowadzity one do powstania matematyki
intuicjonistycznej, ktdra jest duzo ubozsza i bardziej skomplikowana
niz matematyka klasyczna.

1.3. FORMALIZM

Trzecim klasycznym kierunkiem wspétczesnej filozofii matema-
tyki jest formalizm stworzony przez D. Hilberta. Hilbert przeciw-
stawil si¢ probom ratowania matematyki poprzez rezygnacje z pew-
nych jej dzialéw i metod prowadzacych do trudnosci (w szczegdlnosci
tych operujacych nieskoriczono$cig aktualng). Podjal natomiast prébe
usprawiedliwienia i ugruntowania nieskoriczonosci aktualnej, ktéra od-
grywa w matematyce tak istotna role (Hilbert pisat w (1926): ,,Z raju,
ktéry stworzyt nam Cantor, nikt nie powinien méc nas wypedzic”).
Chcial dokona¢ tego za pomoca metod finitystycznych, a wiec odwo-
lujacych sie do konkretnych obiektéw stanowiacych punkt wyjScia ma-
tematyki. Sg nimi liczby naturalne rozumiane jako liczebniki (ukfady
znakéw). Sa one dane bezpoSrednio i jasno. Nieskoficzono$¢ aktu-
alna za$ jest jedynie ideg rozumu w sensie Kanta, a wigc pojeciem,
dla ktérego nie da si¢ znalez¢ rzeczowej podstawy, gdyz przekracza
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ono wszelkie doSwiadczenie. Hilbert zaproponowat (program ten na-
zywa si¢ dzi$ programem Hilberta), by ugruntowaé matematyke operu-
jaca pojeciem nieskoriczonosci aktualnej (czyli, stosujac terminologie
Hilberta, matematyke infinitystyczng) poprzez jej formalizacje, czyli
przedstawienie jej jako systemu sformalizowanego (czy jako zespotu
systeméw sformalizowanych), a nastgpnie badanie systeméw sformali-
zowanych jako systeméw znakéw-napiséw (a wiec, ,konkretnych i wi-
dzialnych przedmiotéw”), ktérymi rzadza okreslone reguty odwotujace
sie jedynie do ksztattu (formy) napiséw a nie do ich treSci czy znacze-
nia. Badania takie mozna prowadzi¢ metodami finitystycznymi, czyli
bezpiecznymi. W szczegdlnosci nalezato pokazaé, ze matematyka in-
finitystyczna jest niesprzeczna, tzn., Ze nie mozna zbudowaé dwdéch
dowodéw (czyli dwéch ciagéw formut, a zatem dwoch ciggéw sym-
boli) konczacych si¢ formutami wzajemnie sprzecznymi. Hilbert stwo-
rzyl nawet specjalng teorie matematyczna, ktéra miata zajmowac sie
takimi badaniami — nazywa si¢ jg teorig dowodu. Nalezy tu jeszcze
dodaé, ze Hilbert traktowat formalizacj¢ tylko jako zabieg metodyczny,
jako narzedzie stuzace realizacji programu ugruntowania matematyki
klasycznej. Hilbert nigdy nie twierdzit, Ze matematyka jest systemem
sformalizowanym — dla niego byla to tylko rekonstrukcja istniejacej
matematyki dokonywana w pewnym okreslonym celu.

2. OKRES OD 1931 DO KONCA LAT PIECDZIESIATYCH

W 1931 roku opublikowana zostata praca mtodego naéwczas ma-
tematyka i logika wiederiskiego Kurta Godla (por. Godel, 1931). Miata
ona okazac¢ si¢ rewolucyjna i przelomowa w zakresie podstaw i filozofii
matematyki. Udowodnione w niej twierdzenia o niezupetnosci wska-
zywaly na pewng ograniczono$¢ poznawcza metody aksjomatyczne;j.
W szczegblnodci pokazywaly one, Ze nie mozna w sposéb zupelny
zaksjomatyzowaé nawet arytmetyki liczb naturalnych ani zadnej teorii
bogatszej (a bylo to na przyktad wymagane w programie Hilberta) oraz
7e nie istniejg absolutne dowody niesprzecznosci teorii matematycz-
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nych.* Biorac pod uwage to, ze jednym z zasadniczych celéw powsta-
lych na przetomie wiekéw kierunkéw filozofii matematyki omdéwio-
nych powyzej byta wtasnie niesprzeczno$§¢ matematyki i uwolnienie jej
od antynomii, widzimy, ze wyniki Godla stanowily dla nich pewnego
rodzaju, ,cios”. Istotnie, po roku 1931 zaobserwowac si¢ daje pewien
zast6j w filozofii matematyki trwajacy do korica lat pigédziesigtych.
Powstaja co prawda w tym okresie nowe koncepcje, ale nie sa one juz
tak znaczace jak logicyzm, intuicjonizm czy formalizm. Powiedzie¢
nalezy tu przede wszystkim o pracach Willarda Van Ormana Quine’a,
Ludwiga Wittgensteina i Kurta Godla.

2.1. FILOZOFIA MATEMATYKI QUINE’A

W.V.0O. Quine zajmowat si¢ filozofig nauki, byt autorem wielu prac
z zakresu semiotyki oraz twdrcg oryginalnego ujecia logiki i teorii
mnogoS$ci opartego na zalozeniach logicystycznych. W zakresie filo-
zofii matematyki Quine glosit, ze kryteria akceptacji czy odrzucania
teorii matematycznych sa analogiczne, jak dla teorii fizycznych. Zda-
jac sobie oczywiscie sprawe z tego, ze w matematyce nie ma ekspery-
mentéw, podkreslal, iz matematyke nalezy rozwazaé nie w oderwaniu
od innych nauk, ale jako element ogétu teorii wyjasniajacych rzeczy-
wisto$¢ (por. Quine 1951a, 1951b, 1953). Takie holistyczne spojrze-
nie na nauke prowadzito Quine’a do sformutowania tzw. argumentu
z niezbednosci (indispensability argument) bedacego we wspolcze-
snych dyskusjach na temat ontologii matematyki jednym z najwaz-
niejszych argumentéw na rzecz realizmu. Gtosi on, ze jesli jesteSmy
realistami w stosunku do teorii fizycznych postugujacych si¢ mate-
matyka jako narzedziem, to konsekwentnie powinni§Smy przyjaé tez
stanowisko realistyczne w odniesieniu do obiektéw matematycznych,
o ktérych mowa w teorii. Skoro matematyka jest niezbedna na przy-
ktad w teoriach fizycznych, wigc istniejg jej obiekty takie, jak zbiory,
liczby, funkcje itd. — podobnie jak istnieja na przyktad elektrony (jako

“Na temat twierdzefi Godla i ich konsekwencji zob. na przyktad Murawski (1990,
1999).
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jedne z obiektéw fizyki niezbednych do jej uprawiania). Quine przyj-
muje bowiem tylko jeden sposéb istnienia. Nie mamy wi¢c u niego do
czynienia z istnieniem fizycznym, matematycznym, intencjonalnym,
konceptualnym itp., tylko po prostu z istnieniem. Odrzuca tez moz-
liwos$¢ podziatu teorii naukowych na czes$¢ analityczng (czysto kon-
wencjonalng) i syntetyczng (dotyczaca rzeczywistosci). Zauwazmy, ze
oparcie si¢ na argumencie z niezbednoSci pozwala na naturalne wyja-
$nienie faktu stosowalno$ci matematyki do opisu i wyjasniania $wiata
rzeczywistego. Matematyka jako narzedzie wchodzi bowiem po prostu
w sklad konstruowanych teorii o §wiecie.

Dodajmy, ze stanowisko podobne do stanowiska Quine’a reprezen-
tuje réwniez Hilary Putnam (por. Putnam, 1975). Stad tez argument
z niezbednoSci nazywa si¢ czesto w literaturze argumentem Quine’a-
Putnama. Zauwazmy tez, ze Quine odrzucajac podejscie antyreali-
styczne i antyempirystyczne w filozofii matematyki utorowat w jakims
sensie droge podejsciu empirystycznemu. Przyktadem takiego podej-
Scia moze by¢ quasi-empiryzm Putnama (bedzie o nim mowa ponizej
w czeSci II artykutu).

2.2. FILOZOFIA MATEMATYKI WITTGENSTEINA

Przystepujac do omawiania pogladéw Wittgensteina z zakresu fi-
lozofii matematyki powiedzmy od razu, ze trudno o ich jednoznaczna
prezentacje i ocene. Zrédtem tych trudnosci jest przede wszystkim spo-
s6b pisania Wittgensteina: wieloznaczny, nieprecyzyjny, aforystyczny
i lakoniczny (jak na przyktad w Traktacie) , czy tez, zwlaszcza w dzie-
fach pézniejszych, polegajacy na nieustannym podwazaniu wiasnych
twierdzen i sformufowan. Stad rozmaito$¢ interpretacji jego pogla-
doéw. I tak filozofi¢ matematyki Wittgensteina uwaza si¢ na przykfad
za wyraz skrajnego konwencjonalizmu (M. Dummett), za postac¢ be-
hawioryzmu (P. Bernays) czy za skrajny finityzm (G. Kreisel).

Wittgenstein nie pozostawil zadnego wykoriczonego traktatu na
temat matematyki. Poglady swe zawarl w licznych uwagach czynio-
nych w réznych okresach zycia — uwagach nieraz w istotny sposéb
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z sobg niezgodnych. Znajdujemy je przede wszystkim w zakoriczeniu
opublikowanego poSmiertnie dzieta Philosopical Investigations (1953)
oraz w wydanych takze po $mierci z jego spuscizny rekopiSmiennej
Remarks on the Foundations of Mathematics (1956). Wittgenstein za-
czgl od rozwazania jezyka jako zbioru zdan odwzorowujgcych stany
rzeczy, z ktérych zbudowany jest §wiat, rozumiany jako model se-
mantyczny (por. Tractatus) . Ten Swiat (og6t faktéw) ma granice wy-
znaczone przez granice jezyka. Wittgenstein wyraznie odgraniczat tu
zdania opisowe, denotujace stany rzeczy, od wyrazefi formalnych lo-
giki i matematyki. Te ostatnie uwazat za formy dowodu wyznaczone
przez reguly logicznej skfadni jezyka. Twierdzil, ze w logice czyn-
nos¢ i jej wynik sg réwnoznaczne, a w matematyce widzial jedynie,
;metode logiczng”. Owa operacjonistyczng interpretacje zdan logiki
i matematyki zastosowal w swej pdZniejszej filozofii do wszelkich
wyrazen jezykowych, traktujagc fenomen postugiwania sie jezykiem
jako swoistg forme bycia cztowieka w $wiecie. Takie rozumienie je-
zyka wyraZznie odbija kluczowy dla semiotyki Wittgensteina termin,
,gra jezykowa”. W (1953) pisal:, ,Istnieje niezliczona ich [rodzajow
zdan] ilo$¢: niezliczona ilo§¢ sposobdéw uzycia tego wszystkiego, co
zwiemy ‘znakiem’, ‘stowem’, ‘zdaniem’. I mnogo$¢ ta nie jest czyms§
statym, raz na zawsze danym; powstaja bowiem, mozna rzec, nowe
typy jezyka, nowe gry jezykowe, a inne staja si¢ przestarzate i ida
w zapomnienie. (Pewien przyblizony obraz tego da¢ mogg przemiany
matematyki.)” (I. 23, s. 20). Wtasnie pytanie o sens i funkcje zdan
matematyki czystej niepokoito Wittgensteina przez dtugie lata. Intere-
sowal go tu sens, ,gier jezykowych” w matematyce oraz status episte-
mologiczny poznania matematycznego. Przy czym w poszukiwaniach
swoich ktadl gléwny nacisk na analiz¢ procesu poznania w matema-
tyce (fatwo tu dostrzec pewna zbiezno$¢ z Brouwerem). Wittgenstein
wystepowal zdecydowanie przeciwko logicyzmowi, w szczegdlnosci
przeciw podejmowanym przez Russella prébom zredukowania aryt-
metyki (i calej matematyki) do logiki. Uwazal, Ze gubi si¢ w ten spo-
s6b tworczy charakter dowodu matematycznego i wielo$¢ technik jego
przeprowadzania. Dowdd matematyczny nie jest redukowalny do ak-
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sjomatéw i regul wnioskowania rachunku logicznego, gdyz sam jest
regula konstrukcji nowego pojecia (por. Wittgenstein, 1956, III. 41,
s. 141). Logicyzm przypisuje logice funkcje podstawowa w matema-
tyce, podczas gdy w rzeczywistoSci petni ona role tylko pomocnicza.
Moéwi wiec tu Wittgenstein o, ,zgubnym wtargnieciu logiki na teren
matematyki”. Podkresla jednoczesnie swoistos$¢ i niezalezno$¢ pozna-
nia matematycznego w stosunku do logiki. Uwaza tez, ze twierdze-
nia matematyki maja charakter sagdéw apriorycznych, sa syntetyczne
i konstruktywistyczne. Dostrzegamy wiec tu wyrazng zbieznos$¢ z kon-
cepcjami Kanta i Brouwera. Podobnie jak Kant, podkresla tez Witt-
genstein ceche koniecznoSci przystugujaca poznaniu matematycznemu.
W (1956) pisze: ,,Matematyczna koniecznos$¢ jest tylko innym wyraze-
niem tego, ze matematyka tworzy pojecia” (VIL. 67, s. 194). Matema-
tyk wiec tworzy w szczegdlnosci liczby i ich ciagi a nie odkrywa ich.
W przeciwienstwie do Kanta jednak sadzi Wittgenstein, ze niesprzecz-
no$¢ nie jest a priori niezbednym warunkiem sensownosci konstrukcji
pojeciowej. Podwaza tez, podobnie jak Brouwer, zasadnos$¢ stosowania
zasady wylaczonego Srodka do twierdzen dotyczacych nieuporzadko-
wanych zbioréw nieskoriczonych. Wittgenstein ktadzie duzy nacisk na
spontaniczno$¢ tworczoSci matematyka i wielo$¢ operacji stwarzaja-
cych formy naszych, ,gier jezykowych”.

2.3. FILOZOFIA MATEMATYKI GODLA

Poglady filozoficzne K. Godla na matematyke pozostawaly w $ci-
stym zwigzku z jego wynikami formalnymi w logice matematycznej
i podstawach matematyki. Niemniej jednak miata miejsce i odwrotna
zalezno$¢, tzn. jego poglady filozoficzne stanowily inspiracje dla badan
formalnych. W jednym z listow do Hao Wanga napisal Godel: ,,Moja
obiektywistyczna koncepcja matematyki i metamatematyki [...], miata
fundamentalne znaczenie dla moich prac z zakresu logiki” (por. Wang
Hao, 1974, s. 9).

Gtéwne prace Godla, ktére pozwalaja ustali¢ jego poglady filo-
zoficzne to przede wszystkim dwa artykuty:, ,Russell’s mathematical
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logic” (1944) oraz, ,What is Cantor’s continuum problem?” (1947,
wersja poprawiona i rozszerzona — 1964). Pomocne w zrozumieniu
jego pogladéw moga tez by¢ trzy jego prace opublikowane dopiero
poSmiertnie, tzn.:, ,Some basic theorems on the foundations of ma-
thematics and their implications” (1951),, ,Is mathematics a syntax of
language?” (1953) oraz, ,The modern development of the foundations
of mathematics in the light of philosophy” (1970).

Stanowisko filozoficzne Godla mozna okresli¢ jako realizm, do-
ktadniej platonizm. Godel twierdzil, ze przedmioty matematyKki istnieja
realnie poza czasem i przestrzenig, niezaleznie od poznajacego pod-
miotu (aczkolwiek niegdzie nie wyjasnit, czym one s3 i jak istniejg).
Teza taka jest wedtug niego niezbedna, by otrzymac zadowalajacy sys-
tem matematyki, tak samo, jak przyjecie realnego istnienia obiektéw
fizycznych jest potrzebne do wyjasnienia wrazen zmystowych. Godel
mocno podkreSlat tez analogie miedzy logika i matematyka a naukami
przyrodniczymi (odwolujac si¢ tu do Russella).

Godel twierdzit, ze, ,logika i matematyka (tak jak fizyka) sg oparte
na aksjomatach o rzeczywistej treSci (with a real content)” (1944,
s. 139). Wedlug niego twierdzenia matematyczne sg prawdziwe na
mocy, ,znaczenia uzywanych w nich poje¢” (cho¢ samo to znaczenie
moze by¢ niedefiniowalne, tzn. nieredukowalne do czego$ bardziej
fundamentalnego), odrzuca natomiast teze o prawdziwosci twierdzen
matematyki na podstawie konwencji czy na mocy regul jezykowych.
Matematyka ma tre$¢, na ktdrg sktadaja sie fakty matematyczne (por.
Godel, 1953, s. 358).

Obiekty matematyczne sa wedlug Godla czym§ réznym od swej
reprezentacji w teoriach matematycznych, sa w stosunku do nich trans-
cendentne — zauwazmy tu zwiazek z filozofiag Kanta (Ding an sich)
. Wynika to z ich obiektywnego istnienia. Aksjomaty opisuja jedy-
nie cze$¢ wlasnosci obiektow matematycznych. W odréznieniu jednak
od Kanta, Godel twierdzil, ze podmiot poznajacy nie dodaje nic do
poznawanych obiektéw. Godel przedstawial i wyjasnial swe poglady
filozoficzne na matematyke przede wszystkim w zwigzku z proble-
mami teorii mnogosci, a w szczeg6lnosci w zwigzku z problemem
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kontinuum. Jako realista byl przekonany, ze hipoteza kontinuum ma
SciSle okreSlong warto$¢ logiczna, tzn. jest prawdziwa lub fatszywa
(cho¢ nie potrafimy tego obecnie rozstrzygnac). Godel postulowal wiec
istnienie pewnego absolutnego uniwersum zbioréw, ktére staramy si¢
opisa¢ za pomocg aksjomatéw teorii mnogosci. To, ze nie potrafimy
na podstawie przyjmowanych aksjomatéw ani udowodnié, ani oba-
li¢ hipotezy kontinuum S$wiadczy tylko o tym, ze aksjomaty te, ,nie
zawierajg pelnego opisu tej rzeczywistosci” (1947). Stad koniecznosé
przyjecia (czy wlasciwie konieczno$¢ ciagtego przyjmowania) nowych
aksjomatéw w matematyce, w szczeg6lnosci nowych aksjomatéw teo-
rii mnogosci (czyli pewnych nowych zdan stwierdzajacych wilasnoSci
uniwersum wszystkich zbioréw) potrzebnych po to, by rozstrzygnaé
hipoteze kontinuum. Godel postulowat tu badanie nowych silnych ak-
sjomatéw nieskoriczonosci postulujacych istnienie duzych liczb kar-
dynalnych. Twierdzit tez, ze moga z nich wynika¢ nie tylko pewne
wnioski dotyczace hipotezy kontinuum, ale réwniez nowe interesu-
jace konsekwencje arytmetyczne (cho¢ matematyka nie nauczyla si¢
jeszcze korzysta¢ z silnych aksjomatéw teorii mnogoSci dla rozwiazy-
wania probleméw teorii liczb — por. Godel, 1951, s. 307). Poszukujac
rozwigzania problemu kontinuum, Godel postulowal tez rozwazanie
aksjomatow opartych na zupelnie innych ideach niz dotychczas przyj-
mowane. Aksjomaty takie nie muszg by¢ bezpoSrednio oczywiste. Jesli
chodzi o kwestie epistemologiczne, to Godel twierdzil, ze podstawo-
wym Zrédtem wiedzy matematycznej jest intuicja. Cho¢ obiekty teorii
mnogosci sg tak odlegte od do$§wiadczenia zmyslowego, to jednak
w jaki$ sposéb postrzegamy je. Pisal: ,Nie widze zadnych racji, dla
ktérych mielibySmy mie¢ mniejsze zaufanie do tego rodzaju percepcji,
tzn. do intuicji matematycznej, niz do percepcji zmystowej, ktéra skta-
nia nas do budowania teorii fizycznych i do oczekiwania, ze przyszie
dane zmyslowe beda z nimi zgodne oraz do wiary w to, Ze pyta-
nia, ktére sg teraz nierozstrzygalne, zostana by¢ moze rozstrzygnicte
w przysziosci” (1947).

Intuicja matematyczna wystarcza do wyjasnienia i ugruntowania
prostych poje¢ i aksjomatéw. Nie musi by¢ ona pojmowana jako da-
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jaca nam wiedze matematyczng bezposrednig i natychmiastowg. Dane
intuicji mogg by¢ rozwijane poprzez glebsze badanie obiektéw, ktére
moze doprowadzi¢ do przyjecia nowych stwierdzen jako aksjomatow.
Na skutek tego wiedza matematyczna nie jest tylko wynikiem bier-
nej kontemplacji danych intuicyjnych, ale jest rezultatem aktywnoSci
umystu, ktéra ma charakter dynamiczny i kumulatywny.

Nasza intuicja matematyczna rozwija si¢ dzieki analizie pojec
i uprawianiu matematyki. Wtasnie analiza poje¢ jest fundamentem
naszej dziatalnoSci matematycznej. Szczegdlnie istotna jest tu analiza
pojecia zbioru. Glebsze jego zrozumienie moze nam umozliwi¢ fe-
nomenologia. Godel mniej wiecej od 1959 roku interesowal sie¢ Hus-
serlem i jego fenomenologia. Mialo to prawdopodobnie wplyw na
jego teorie intuicji matematycznej. Dodajmy tez, ze Godel nigdzie nie
wyjasnit doktadnie, jak rozumie intuicj¢ matematyczng. Dlatego jej
interpretacja nastrecza pewne trudnosci (por. Parsons, 1998).

Intuicja daje nam wiedz¢ o prostych pojeciach i aksjomatach. Za-
ozenia bardziej teoretyczne i ztoZone mogg by¢ usprawiedliwione nie-
jako z zewnatrz, tzn. poprzez swoje konsekwencje, czyli poprzez to, ze
pozwalajg rozwigzywacé problemy dotad nie rozwigzane, ze pozwalaja
na wyciaganie réznych interesujagcych wnioskéw, czy ze umozliwiaja
uproszczenie dowodéw. Zatem decydujgca jest tu niejako ich owoc-
no$¢. Przy czym Godel ma tu na mysli konsekwencje zaréwno w sa-
mej matematyce, jak i w fizyce. Jest to drugie, obok intuicji, kryterium
prawdziwosci zdan matematycznych.

3. WPLYW FILOZOFII NA PODSTAWY MATEMATYKI

Wyzej pisaliSmy o znaczeniu i wplywie osiagnie¢ logiki mate-
matycznej na powstanie i rozwdj koncepcji w filozofii matematyki,
w szczegblnosci klasycznych koncepcji wspétczesnej filozofii mate-
matyki, tzn. logicyzmu, intuicjonizmu i formalizmu. Zauwazy¢ sie
jednak daje takze zaleznoS$¢ przeciwna — rézne koncepcje w zakre-
sie filozofii matematyki wptywaly (i dalej wplywaja) inspirujaco na
rozwdj istotnych i glebokich badari nad sama logika i podstawami
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matematyki. Tak bylo w szczegdlnosci po roku 1931, kiedy to filozo-
fia matematyki nie rozwijala si¢ wprawdzie jako taka, ale inspirowata
badania w logice i podstawach matematyki.

Pod patronatem logicyzmu i platonizmu powstata i rozwineta sie
semantyka teoriomnogoSciowa stworzona przez Alfreda Tarskiego.
Data ona poczatek waznemu dziatowi podstaw matematyki, a mia-
nowicie teorii modeli. Teoria ta stanowi dzi§ jedno z podstawowych
narzgdzi badania jezykéw elementarnych i infinitystycznych oraz ba-
dania teorii i struktur matematycznych. Wyrosta ona z rozwazari Tar-
skiego nad pojeciem prawdy i oparta jest na jego definicji pojecia
spetniania (por. Tarski, 1933).

Bardzo intensywnie rozwijala si¢ tez zapoczatkowana przez Hil-
berta — w zwiazku z doktryna formalizmu — teoria dowodu, czyli
metamatematyka finitystyczna. Wyniki Godla o niezupetnosci, o kt6-
rych méwiliSmy wyzej, pokazaly, ze programu Hilberta nie da si¢
zrealizowaé w jego pierwotnej postaci. Nie obality one jednak sa-
mej filozofii Hilberta. W tej sytuacji badania poszty w dwoch kie-
runkach: z jednej strony badano jakie Srodki, niekoniecznie juz tylko
finitystyczne, sa potrzebne i wystarczag do wykazania niesprzeczno-
$ci réznych teorii matematycznych, a z drugiej dla jakich fragmentéw
matematyki klasycznej mozliwa jest redukcja finitystyczna (skoro, jak
pokazal Godel, nie jest ona mozliwa dla calej matematyki klasycz-
nej). Pierwsze z tych podejs¢ zwie si¢ dzi§ uogdlnionym, drugie za$
zrelatywizowanym programem Hilberta.

Wydaje sie, ze pierwszym, ktéry skionny byl dopusci¢ nie tylko
metody finitystyczne, ale ogdlnie metody konstruktywistyczne (abs-
trahujemy tu od niejasnosci i niejednoznacznosci tego pojecia) byt
P. Bernays, a pierwszym znaczgcym wynikiem w tym kierunku byt
dowdd G. Gentzena (z roku 1936) niesprzecznoSci arytmetyki liczb
naturalnych za pomocg indukcji pozaskoniczonej do liczby € 0. Bada-
nia te rozwinely sie w rozbudowany dzisiaj dzial logiki matematycznej
i podstaw matematyki, zwany teorig dowodu.

Drugie podejécie, tzn. zrelatywizowany program Hilberta, uzy-
skalo w ostatnich latach silny impuls ze strony tzw. matematyki od-
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wrotnej — méwimy o tym doktadniej w czesci Il niniejszego artykuiu
(por. tez Murawski, 1993).

Pod wplywem doktryny intuicjonistycznej rozwijaly si¢ rézne sys-
temy matematyki konstruktywistycznej i rozmaite nurty konstruktywi-
zmu. Prowadzono tez (i nadal si¢ prowadzi) intensywne badania nad
matematyka i logikg intuicjonistyczng. Dodajmy, Ze w ostatnich latach
badania te zyskaly silny impuls — okazato si¢ mianowicie, ze logika
intuicjonistyczna jest bardzo uzytecznym narzedziem w informatyce
teoretycznej.
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