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O TZW. PROGRAMIE GODLA

1. WSTEP

W artykule omawiam tzw. program Godla, zwigzany z poszukiwa-
niem nowych aksjomatéw teorii mnogosci, umozliwiajacych rozstrzy-
ganie zdan niezaleznych od ZFC. Oprécz pogladéw samego Godla
prezentowane sg tez wybrane poglady wspétczesnych autoréw i pewne
wyniki osiggnicte w zakresie tych badan.

2. TWIERDZENIA GODLA

I twierdzenie Godla méwi o tym, ze dostatecznie bogate teorie
o rekurencyjnym zbiorze aksjomatéw sg niezupeine. Dla kazdej teo-
rii T spetniajacej zatozenia twierdzen Godla istnieje wigc zdanie o
sformulowane w jezyku teorii T takie, Ze ani oo ani—o nie sg twier-
dzeniami teorii T. Przyktadami teorii spetniajacych zatozenia I twier-
dzenia Godla sg arytmetyka Peano (PA) i teoria mnogosci (ZFC).

Oryginalny dow6d Godla nie podawat przyktadu ,konkretnego”
zdania niezaleznego. Niezalezne zdanie Godla bylo zdaniem skonstru-
owanym za pomocg argumentu przekatniowego i w zasadzie pozba-
wionym czysto matematycznej tresci. Byto to bowiem zdanie, ktére
— swobodnie méwigc — wyrazalo metamatematyczny fakt wtasnej
niedowodliwos$ci, a wiec glosito ,,ja nie mam dowodu”. Oczywiscie,

“UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy S$rodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odrgbng numeracje stron.
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aby takie zdanie moglo by¢ skonstruowane, konieczne bylto reprezento-
wanie — dzigki tzw. ,,arytmetyzacji sktadni” — metamatematycznych
faktéw w arytmetyce. To z kolei mozliwe jest dzigki temu, ze PA
posiada dostatecznie duza moc wyrazeniowa.

Jesli ¢ jest zdaniem niezaleznym od teorii T, to zaréwno T+,
jak i T+—¢ sg teoriami niesprzecznymi. Nie ma mozliwosci formal-
nego rozstrzygniecia — na gruncie teorii T — miedzy ¢ a —¢. By¢
moze jednak istniejg pozaformalne argumenty na rzecz uznania jed-
nego z tych zdan za bardziej wiarygodne? Rozwazmy ten problem
najpierw na przykladzie zdan Godlowskich dotyczacych PA. Zdania
takie majg posta¢ o=VYx¢(x) i nie sag dowodliwe w PA, jednak kazde
ze zdai ¢(1), ¢(2), ¢(3),. .. (ktére odnoszg si¢ do poszczegélnych
liczb naturalnych) jest twierdzeniem PA.! Interpretacja zdan skonstru-
owanych w dowodzie Godla jest naturalna: zdanie o wyraza tres¢ ,,o-
nie ma dowodu w PA”.? Skoro wiec o nie ma dowodu w PA, tym
samym naturalne jest uznanie zdania o za zdanie prawdziwe. Wnio-
sek, jaki sie tu czesto wyciaga jest taki: istnieja prawdziwe zdania,
ktére sa niedowodliwe w PA (przyktadem takiego zdania jest wia-
$nie o — stwierdza ono, iz nie istnieje jego wlasny dowdéd w PA,
wigc skoro dowdd ten rzeczywiScie nie istnieje, to o mozna uznaé za
prawdziwe). Tu nalezy pamieta¢ o tym, ze ,,prawdziwo$¢” oznacza tu
,prawdziwos¢ w modelu standardowym”, czy inaczej: ,,prawdziwos$¢
w dziedzinie liczb naturalnych”. Skoro prawdg arytmetyki Peano jest
w(1), ©(2),... etc. — tzn: skoro zdanie ¢ jest prawdziwe o kazdej z liczb,
to réwniez zdanie Vx¢(x) jest prawdziwe w dziedzinie liczb natural-
nych (czyli w tzw. modelu standardowym N) .3 Pytanie, czy raczej

'Scisle rzecz biorac, sa to zdania postaci ¢(n), gdzie n jest liczebnikiem, tj. termem
postaci 1+1+...+1 (n razy), ktdry reprezentuje liczbe naturalng new.

>Tu nalezy pamietaé o pewnej subtelnosci: zdanie o bedace zdaniem jezyka PA
reprezentuje pewien fakt metamatematyczny w jezyku PA. Podobnie zdanie Con PA
reprezentuje w jezyku PA fakt niesprzecznosci PA. Nie mozna jednak go uwazaé
za identyczne z metamatematycznym zdaniem ,,PA jest niesprzeczna” czy ,,PA ma
model”.

3Zdanie Yx@(x) jest prawdziwe w N, jednak nie jest prawdziwe we wszystkich
modelach dla PA. Istnieje wigc model M taki, ze prawdziwe s3 w nim zdania ¢(1),
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nalezy dofaczy¢ do PA zdanie o, czy —o wydaje si¢ by¢ zatem do$¢
fatwe do rozstrzygniecia — nalezy dolaczy¢ o, gdyz zadaniem PA
jest opis liczb naturalnych, a w liczbach naturalnych prawdziwe jest
o. Jest to zgodne z nasza intuicjg. Teoria PA+o spelnia zalozenia
twierdzenia Godla, pozostanie wigc nadal teorig niezupelna, i sytu-
acja sie¢ powtérzy — bedzie istnie¢ zdanie o 1 niezalezne od PA+o.
Wyraznie widoczne jest to w wypadku zdania Con PA, czyli zdania
,»PA jest niesprzeczna’. Il twierdzenie Godla glosi, ze zdanie Con PA
jest niezalezne od PA, tj. PA ,nie potrafi” udowodni¢ swojej wlasnej
niesprzecznosci.* Oczywiscie zdanie -~Con PA (,,PA jest sprzeczna”)
tez nie jest twierdzeniem PA, a wiec zdanie Con PA jest zdaniem nie-
zaleznym od PA. Obie teorie: PA+Con PA i PA+ —Con PA sg wiec
niesprzeczne i moga by¢ rozwazane jako ,.kandydatki” na rozszerzenie
PA.

Naturalne wydaje si¢ jednak dotaczenie do PA zdania Con PA,
a nie zdania =Con PA (gdyzZ otrzymana teoria PA+,,PA jest sprzeczna”
bylaby wprawdzie niesprzeczng teorig, jednak trudno byloby uznaé
ja za teorie naturalng). Standardowy model N jest modelem dla
PA+Con PA, co réwniez stanowi argument na rzecz wiarygodnosci
zdania Con PA. Zgodnie z II twierdzeniem Go&dla réwniez zdanie Con
PA+Con(PA) (czyli zdanie ,,PA+Con PA jest niesprzeczna”) jest nie-
zalezne od PA+Con PA i sytuacja si¢ powtarza — zaréwno teoria
PA+Con PA +Con PA+Con(PA), jak i teoria PA+Con PA + —Con
PA+Con(PA) sa teoriami niesprzecznymi. Jednak i tutaj mamy do
dyspozycji naturalne intuicje, ktére kierujg naszymi wyborami: skoro
bowiem ,,wierzymy” w prawdziwo$¢ teorii T, to nienaturalne bytoby
jednoczesnie ,,wierzy¢” w jej sprzeczno$¢ i uznaé za naturalne roz-
szerzenie teorii T zdanie ,,T jest sprzeczna”. O fakcie tym wspominat
Godel piszac, iz istniejg zdania niedowodliwe, ale oczywiste z ,,ze-

©(2),...(gdyz zdania te sg twierdzeniami PA), ale nie jest prawdziwe zdanie Vx¢(x)
— po prostu istnieje element acM taki, ze w M prawdziwe jest zdanie—p(a).

“Por. przypis 2 — to, czy uznamy zdanie Con PA za zdanie wyrazajace nie-
sprzeczno$¢ zalezy od naszej interpretacji. Zdanie Con PA reprezentuje w jezyku PA
fakt niesprzeczno$ci PA. Nie mozna jednak go uwaza¢ za identyczne z metamatema-
tycznym zdaniem ,,PA jest niesprzeczna” czy ,,PA ma model”.
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wnetrznego” — wykraczajgcego poza dany formalizm — punktu wi-
dzenia.

Jesli zatem uznamy, ze zadaniem PA (i jej rozszerzen) jest mozli-
wie pelny opis uniwersum liczb naturalnych (czyli N) , to dostarcza to
nam kryterium do dokonywania odpowiednich wyboréw zdan rozsze-
rzajacych PA. Wybiera¢ bedziemy zawsze zdanie prawdziwe w mo-
delu standardowym N. Te wybory sg dokonywane w oparciu o to, ze
liczby naturalne sg kategorycznie scharakteryzowane w teorii mnogo-
$ci, i w teorii mnogosci mozna zdefiniowaé pojecie ,,prawdy o liczbach
naturalnych” (czyli ,,zdania prawdziwego w standardowym modelu dla
PA”). Mamy wigc do dyspozycji ,,wyzsza instancj¢”, ktére pozwala
rozstrzygnaé szeregd probleméw, jakie pojawiaja sie w tym kontek-
Scie.

3. ZDANIA NIEZALEZNE OD PA A ZDANIA NIEZALEZNE OD
ZFC

W wypadku PA mamy zatem naturalng metod¢ rozstrzygania praw-
dziwoSci zdan niezaleznych od PA. Jak wyglada sytuacja w wypadku
teorii mnogosci ZFC? Zgodnie z I twierdzeniem Goédla ZFC takze
jest teorig niezupelna, a wiec istnieja zdania o od niej niezalezne. Za-
réwno ZFC+o jak i ZFC+-0 sa wéwczas teoriami niesprzecznymi.
W szczegblnosci takim zdaniem niezaleznym jest zdanie Con ZFC
(,,ZFC jest niesprzeczna”). Kiedy zastanawiamy si¢ nad rozszerzeniem
ZFC o jedno ze zdan: Con ZFC lub —=Con ZFC to bardziej natural-

SNie mozna liczy¢ na to, ze ZFC umozliwi udowodnienie wszystkich zdan praw-
dziwych w N. Th (N) nie jest bowiem zbiorem rekurencyjnym, wiec rekurencyjna
teoria (jaka jest ZFC) nie ,,potrafi” zidentyfikowaé¢ wszystkich zdafi prawdziwych
w modelu standardowym.

6Zauwazmy, ze o ile w wypadku zdafi typu ,,ja jestem niedowodliwe” mieli$my
intuicyjne poczucie prawdziwosci tych zdan, to w wypadku zdan niezaleznych od PA
o charakterze kombinatorycznym (odkrytych wiele lat po udowodnieniu twierdzenia
Godla) nie mamy do dyspozycji takich intuicji. Aby stwierdzi¢ ich prawdziwos¢ ko-
nieczne jest odwotanie si¢ do teorii mnogosci, w ramach ktdrej opisywane sg liczby
naturalne.
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nym kandydatem jest Con ZFC a nie Con ZFC.” W tym wypadku
mamy do$¢ czytelne intuicje dotyczace prawdziwosci zdania Con ZFC
i mozemy odwota¢ si¢ do argumentu podobnego typu jak w wypadku
PA. Jesli ,,wierzymy” w aksjomaty ZFC, to powinniSmy réwniez ,,wie-
rzy¢” w niesprzeczno$¢ ZFC. Jednak w wypadku ZFC znamy réwniez
szereg niezaleznych zdan o naturalnej treSci matematycznej (a nie je-
dynie metamatematycznej), spoSrod ktérych najbardziej znanym przy-
kladem jest hipoteza continuum (CH).® Trudno jest w wypadku tych
— juz czysto matematycznych — zdani niezaleznych odwolywaé sie
do prostych intuicji, tak jak w wypadku zdan Godlowskich dla PA
czy zdania typu Con ZFC. Nie mozemy tez oczywiScie odwota¢ si¢
(jak w wypadku PA) do pojecia ,,standardowego modelu dla teorii
mnogoS$ci” i relatywnie do tego modelu ocenia¢ prawdziwo$¢ (czy
wiarygodno$¢) zdan. Rozstrzygnigcie prawdziwosci zdan niezaleznych
od ZFC musi odbywac si¢ w oparciu o zupetnie inne kryteria — przy
zatozeniu, ze sam problem poszukiwania rozszerzen ZFC i analizy
wiarygodno$ci zdan niezaleznych uznamy za sensowny.

"Teoria ZFC+ —=Con ZFC ma model M, jednak ,,z punktu widzenia” modelu M nie
istnieje model dla ZFC (gdyz —Con ZFC wyraza fakt sprzecznosci ZFC, a wiec
nieistnienia modelu dla ZFC). Podobnie, ,,z punktu widzenia” modelu M&apos; dla
teorii ZFC+Con ZFC istnieje model dla ZFC (dzigki temu, ze w M&apos; prawdziwe
jest zdanie Con ZFC, czyli ,,ZFC ma model”). Mozna o tym méwié dzigki temu, ze
pojecie modelu dla ZFC (w szczegdlnosci pojecie formutly, zdania, spetniania, etc).
jest zdefiniowane w ZFC.

$Hipoteza continuum méwi, ze moc zbioru liczb rzeczywistych jest nastepna liczbg
kardynalng po mocy zbioru liczb naturalnych. Oznaczajac przez Ny, Ni, Na, N3, ...,
etc. kolejne nieskoriczone liczby kardynalne (gdzie Ny jest mocg zbioru liczb natu-
ralnych), za§ moc zbioru liczb rzeczywistych przez c, hipoteza continuum przyjmuje
postaé: ¢ =N;. Sformulowana zostata ona juz przez Cantora w XIX wieku, natomiast
jej metamatematyczny status jako zdania niezaleznego od aksjomatéw ZFC ustalili
dopiero Godel i Cohen ([Godel 1940], [Cohen 1966]). Hipoteza continuum nie jest
jedynym zdaniem niezaleznym o naturalnej treSci matematycznej. Znane sg przyktady
zdan o tresci kombinatorycznej, zdan dotyczacych zbioréw liczb rzeczywistych, zdan
dotyczacych wlasnosci przestrzeni Banacha, efc. Nie przytaczam ich tutaj, gdyz celem
artykulu jest prezentacja problemu filozoficznego, a nie prezentacja techniczna.
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4. CZY PROBLEM PRAWDZIWOSCI ZDAN NIEZALEZNYCH
JEST DOBRZE POSTAWIONY?

Rozwazmy zdanie o niezalezne od ZFC. Zastanéwmy sie, czy
w ogéle pytanie o prawdziwos$¢ o (czyli — innymi stowy — ktéra
z teorii ZFC+o, ZFC+-0o jest ,lepsza kandydatka” na rozszerzenie
ZFC) jest dobrze postawione. Sformutujmy wiec najpierw pytanie
w silnej formie:

PYTANIE ZASADNICZE: Czy zdanie o jest prawdziwym opisem
uniwersum matematycznego, czyli: czy wyraza ono prawde o uniwer-
sum zbiordw? (przy czym pojecie ,,prawdy” interpretujemy w kla-
syczny, korespondencyjny sposéb).

Aby uznad, ze to zasadnicze pytanie jest dobrze postawione, nie-
zbedne jest przyjecie stanowiska realistycznego, i to zakfadajacego re-
alizm okreslonego typu. Konieczne jest bowiem zalozenie, Ze istnieje
uniwersum matematyczne i ze w tym uniwersum zdania matematyczne
sq prawdziwe lub falszywe — niezaleznie od naszych mozliwosci po-
znawczych.

Niewatpliwie, pytanie o prawdziwy opis uniwersum matematycz-
nego jest Zle postawione z punktu widzenia skrajnego formalizmu,
w mysl ktérego matematyka stanowi jedynie gre symboli pozba-
wiong interpretacji. Formalizm przyjmuje ontologiczna tez¢ nomina-
lizmu i odrzuca istnienie obiektow matematycznych — a wiec pojecie
,prawdy” redukuje si¢ do twierdzen o charakterze metamatematycz-
nym (,,co z czego formalnie wynika”). Swoistym przeciwieristwiem
formalizmu jest stanowisko ,,bogatego platonizmu”.® W mysl tej kon-
cepcji istnieje szereg ,rOwnoprawnych” uniwerséw matematycznych,
sposréd ktoérych zadne nie jest wyrdéznione. W odniesieniu do teo-
rii mnogos$ci oznacza to, ze kazda z mozliwych koncepcji zbioru ma
swoja realizacje w jednym z uniwerséw. W szczegdlnoSci nie ma sensu
np. stwierdzenie, Ze ,tak naprawde” prawdziwy jest pewnik wyboru
albo aksjomat determinacji — obie koncepcje zbioru sa bowiem zre-

9Koncepcja full-blooded platonism formutuje np. Balaguer w [Balaguer 1998]
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alizowane w dwéch ,,réwnoleglych” uniwersach matematycznych. '
Paradoksalnie, ta najbogatsza wersja platonizmu zajmuje identyczne
stanowisko w kwestii zasadno$ci PYTANIA ZASADNICZEGO co
stanowisko formalistyczne — skoro bowiem kazda koncepcja zbioru
jest rownie dobra jak kazda inna, to nie ma sensu zastanawianie si¢
nad tym, jakie tak naprawde jest uniwersum. Kazda teoria jest bo-
wiem réwnie dobra jak inna — kazda z nich opisuje bowiem pewne
uniwersum.

Gdodel odrzucal zaréwno stanowisko nominalizmu, jak i ,,bogatego
platonizmu”. Wedlug niego przedmioty matematyczne tworzg pewng
obiektywna rzeczywisto$¢, w ktdérej kazde zdanie matematyczne jest
prawdziwe lub fatszywe. Godel odréznial matematyke obiektywng —
na ktoérg sktadaja si¢ prawdy matematyczne — od matematyki subiek-
tywnej, skladajacej si¢ ze zdan dowodliwych. Prawdy matematyczne
wykraczaja poza zdania dowodliwe w jakimkolwiek systemie formal-
nym. Nasz opis uniwersum jest zatem wprawdzie niepelny i niedo-
skonaty, jest to jednak opis pewnego ustalonego, niezmiennego uni-
wersum. Godel odrzuca stanowisko, w mysl ktérego pewne zdania
matematyczne s3 ,niedookreS§lone”, nie majg obiektywnej wartoSci
logicznej. Nawet fakt nierozstrzygalnoSci w danym formaliZzmie nie
oznacza, iz formutowanym zdaniom nie przystuguje wartos$¢ logiczna.
Wedtug Godla czysto formalne, ,,mechaniczne” pojecie dowodu jako
Zrédla naszej pewnosci nie jest w petni adekwatne; przejscie do sys-
temu formalnego ,,gubi” co$ po drodze. Przyktadem takich zdar sg
zdania niezalezne od PA — niedowodliwe w ramach PA, ale jednak
oczywiste ,,z zewnetrznego punktu widzenia”. Uzasadnienia prawdzi-
wosci zdain wykracza wiec poza czysto syntaktyczne procedury dowo-
dowe. W szczeg6lnosci oznacza to, ze PYTANIE ZASADNICZE jest
dobrze postawione, a odpowiedzi na nie nalezy poszukiwaé poprzez
rozwazania wykraczajgce poza kontekst sformalizowanych teorii.

9Podobna sytuacja ma miejsce w wypadku np. hipotezy continuum i jej negacji,
czy w wypadku dowolnego zdania niezaleznego od ZFC, a nawet aksjomatow ZF
— w my$l stanowiska full-blooded platonism istnieje zaréwno uniwersum zbioréw
ufundowanych i uniwersum zbioréw nieufundowanych.
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5. JAKIE SA KRYTERIA PRAWDZIWOSCI ZDAN
MATEMATYCZNYCH?

Jakie pozaformalne kryteria prawdziwosci zdan podaje Godel?
Wyréznia on dwa rodzaje kryteriow:

(1) Swoisty intuicje, ktéra umozliwia nam rozumienie poje¢ ma-
tematycznych. Takimi podstawowymi pojeciami matematycznymi sg
pojecia ,,zbioru” i ,,nalezenia”. Intuicja umozliwia nam analize tre-
Sci poje¢ (swobodnie méwigc, ,,wnikniecie” w te pojecia). To z kolei
pozwala na sformulowanie aksjomatéw (takze nowych aksjomatéw)
i uznanie ich prawdziwosci. Kryterium jest tu swoista oczywisto$¢
aksjomatow.

Oto najbardziej charakterystyczny fragment pism Godla dotyczacy
problemu intuicji:

,» Pomimo ich oddalenia od danych zmystowych mamy co§ w ro-
dzaju percepcji obiektow teorii mnogosci, co wida¢ z faktu, Ze aksjo-
maty narzucajq sie nam jako prawdziwe. Nie widze powodu, aby miec¢
mniej zaufania do tego rodzaju percepcji, tj. do intuicji matematycz-
nej, niz do percepcji zmystowej, ktora pozwala nam budowac teorie
fizyczne, w oczekiwaniu, Ze przyszte dane zmystowe bedq 7z nig zgodne,
i co wiecej oczekiwad, Ze problem, ktory teraz nie jest rozstrzygalny,
jest mimo to sensowny i moze zostac rozstrzygniety w przysztosci ,,
[Godel 1947/64, 271].

Godel od okoto 1959 roku interesowat si¢ takze fenomenologia;
wilasnie fenomenologia miata stanowi¢ wedlug niego metode umoz-
liwiajacg glebsze zrozumienie istoty poje¢ matematycznych [Godel
1961, 382].

(2) Uzasadnianie zdan moze si¢ odbywac jednak nie tylko w opar-
ciu o analize treSci poje¢ matematycznych. Innym kryterium prawdzi-
wosci nowych aksjomatéw jest ich owocno$¢, ich przydatnosé w ba-
daniach matematycznych. Jest to zatem — jak pisze sam Godel —
kryterium niejako indukcyjne, oparte o ich ,,sukcesy”. Jesli nowy ak-
sjomat okaze si¢ pomocny w rozwigzywaniu istniejgcych problemoéw
matematycznych, jesli dostarczy nowych metod rozwigzywania proble-
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moéw, jesli umozliwi ujednolicenie metod dowodowych — to wéwczas
mamy silne przesfanki, aby ten aksjomat przyja¢. Charakterystyczny
jest tu nastepujacy fragment:

. Mogq istnie¢ aksjomaty tak owocne w weryfikowalne konsekwen-
cje, rzucajgce tak duzo Swiatta na catq dyscypling i dostarczajgce tak
silnych metod rozwigzywania problemow (i to rozwigzywania konstruk-
tywnego, tak dalece, jak jest to moZliwe), Ze niezaleznie od zagadnie-
nia, czy sq one wewnetrznie konieczne, powinny zosta¢ zaakceptowane
przynajmniej w takim stopniu, jak dowolna dobrze ugruntowana teoria

fizyezna. ” [Gédel 1947/64, 265].

6. KTORE ZDANIA O UNIWERSUM MATEMATYCZNYM SA
PRAWDZIWE?

Wedlug Godla zasadne jest poszukiwanie nowych aksjomatéw dla
teorii mnogosci, ktore pozwola na uzyskanie petniejszego obrazu rze-
czywisto$ci matematyczne;j.

Sztandarowym — i niejako paradygmatycznym — przyktadem
zdania niezaleznego od ZFC jest hipoteza continuum. Godel udo-
wodnil niesprzecznos$¢ hipotezy continuum z pozostalymi aksjomatami
teorii mnogos$ci metoda tzw. zbioréw konstruowalnych. Dotaczenie do
teorii mnogosci jako nowego aksjomatu tzw. aksjomatu konstruowal-
nosci (V=L)'! pozwala na udowodnienie nowych twierdzed. Z teorii
ZF+V=L wynika zaré6wno CH oraz pewnik wyboru (AC).

Poczatkowo Godel sadzit, iz fakt ten stanowi argument na rzecz
prawdziwosci hipotezy continuum, potem jednak odrzucit aksjomat
konstruowalnosci jako zbyt restryktywny. W [1947/64] pisze on na
temat hipotezy continuum, wskazujac na fakt, iz nie wiadomo prawie
nic na temat wartosci continuum. Nie wiadomo na przykiad:

1. Czy istnieje gérne ograniczenie mozliwych wartoSci continuum?

"Nie wnikajac w szczeg6ly techniczne, aksjomat ten glosi, ze istniejg tylko zbiory
definiowalne w odpowiedni sposéb, a nie wszystkie zbiory. Zbiér potegowy danego
zbioru X jest zatem ,,najchudszy” z mozliwych — ograniczony jest on bowiem jedynie
do definiowalnych podzbioréw X, a nie do wszystkich podzbioréw X.
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2. Czy continuum jest liczbg osiagalng?

3. Czy jest to liczba regularna czy singularna?

4. Czy o wspotkonicowosci continuum wiadomo co§ wigcej ponad
to, ze jest liczba nieprzeliczalng?

Godel wysuwa wiec hipoteze, ze CH jest falszywa, argumentujac
W nastepujacy sposob:

(i) Jedyny znany dowdéd CH wykorzystuje aksjomat konstruowal-
nosci, ktory jest restryktywny i ogranicza pojecie zbioru.

(ii) CH ma paradoksalne — zdaniem Godla — konsekwencje.
Mozna bowiem udowodni¢ istnienie nieprzeliczalnych, lecz intuicyjnie
,matych” zbioréw. Przy zatozeniu CH istnieja wiec ,,mate” zbiory
mocy continuum. To — wedtug Godla — stanowi argument przeciwko
CH.'? Swoje rozwazania podsumowuje w sposéb nastepujacy:

. Wierze, Ze rola hipotezy continuum w teorii mnogosci doprowadzi
do odkrycia nowych aksjomatow, ktore umoZzliwiq obalenie hipotezy
Cantora ,, [Godel 1947/64, 268].

Status hipotezy continuum jako zdania niezaleznego od ZFC usta-
lit dopiero Cohen w latach 60-tych. Tym samym stato si¢ jasne, ze nie
ma mozliwosci formalnego rozstrzygnigcia CH w ramach ZFC. Nie-
zaleznie jednak od tego, ze CH okazata si¢ by¢ zdaniem niezaleznym
od ZFC, Godel (zgodnie ze swoim filozoficznym credo) twierdzit,
ze nalezy poszukiwa¢ nowych aksjomatéw, umozliwiajacych rozstrzy-
gniecie otwartych probleméw. Problem continuum uwazal bowiem za
otwarty problem matematyczny, wymagajacy rozwiazania, cho¢ oczy-
wiScie rozwigzanie to musialo odwotywaé si¢ do metod wykracza-
jacych poza istniejace ramy formalne. ,, Pojecia i twierdzenia teorii
mnogosci opisujqg pewnq [...] rzeczywistos¢, w ktorej hipoteza Cantora
musi by¢ prawdziwa lub fatszywa. Jej nierozstrzygalnosé z aksjomatow
przyjmowanych dzisiaj moze jedynie znaczyc, Za te aksjomaty nie za-
wierajg petnego opisu tej rzeczywistosci. [...] MoZliwe jest wskazanie
metod rozstrzygania pytan, nierozstrzygalnych na podstawie zwyktych
aksjomatow” [Godel 1947/64, 263-264].

12Przyklady te nie sg jednak powszechnie uznawane za interesujace. Np. Martin
czy Cohen odrzucajg te argumenty Godla.
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Poczatkowo Godel sadzil, Zze aksjomatami, ktére pozwola na roz-
strzygniecie tego problemu mogg by¢ tzw. ,silne aksjomaty nie-
skoriczono$ci”, czyli aksjomaty istnienia tzw. liczb nieosiggalnych.'3
Godel, dyskutujac znaczenie aksjomatu konstruowalnosci (V=L) dla
problemu continuum, wskazuje na fakt, ze aksjomat konstruowalnosci
(z ktérego wynika CH) jest aksjomatem minimalistycznym.'# Tym-
czasem:

. Negacja hipotezy Cantora by¢ moZe mogtaby zosta¢ udowod-
niona w oparciu o aksjomat [...] przeciwstawny temu aksjomatowi
[aksjomatowi konstruowalnosci — K.W.]. Mysle tutaj o aksjomacie
ktory [...] stwierdzatby maksymalnos¢ systemu zbiorow, podczas gdy
[aksjomat konstruowalnosci] stwierdza jego minimalnosé¢ ,,. [Godel
1947/64, 266].

Godel stwierdza, ze naturalnym rozszerzeniem teorii mnogosci
jest dotaczenie aksjomatéw stwierdzajacych istnienie dalszych itera-
cji operacji tworzenia zbioréw. ,, Aksjomaty te mogq zostac sformu-
towane jako stwierdzenia istnienia bardzo duzych liczb kardynalnych.
[...] Najprostszy z tych silnych ,,aksjomatéw nieskoriczonosci” stwier-
dza istnienie liczb nieosiggalnych (w stabszym lub silniejszym sensie)”
[Godel 1947/64, 264].

Godel zauwaza, ze jest mato prawdopodobne, aby na podstawie
tych wiasnie aksjomatéw rozstrzygnaé hipoteze continuum. Wynika to
stad, ze dodanie tych aksjomatéw nie zmienia nic w dowodzie relatyw-
nej niesprzeczno$ci CH via zbiory konstruowalne. W szczegdélnosci
dodanie tych aksjomatéw nie moze wigc pozwoli¢ na udowodnienie
fatszywosci CH. Godel stwierdza jednak, ze moga by¢ inne aksjo-
maty, oparte na innych zasadach, ktére moglyby zosta¢ uzasadnione
dzigki glebszemu rozumieniu podstawowych zasad logiki i matema-

3Swobodnie méwiac, liczby nieosiggalne sg to obiekty tak duze, ze ich istnienia
nie da si¢ udowodni¢ w ZFC. Mozna jednak bez popadania w sprzecznos$¢ zalozyc
ich istnienie i aksjomaty ich istnienia dotaczy¢ do ZFC. Mdéwiac obrazowo, liczby
nieosiagalne sa to zbiory znajdujace si¢ ,,powyzej” zbioréw, ktére mozemy opisac
w ramach ZFC i ktérych istnienie wynika z aksjomatéw ZFC.

4Chodzi tutaj o to, ze aksjomat V=L stwierdza, ze istnieja tylko zbiory konstru-
owalne, a wiec ,,minimalizuje” uniwersum.
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tyki. W tym kontek$cie Godel wymienia aksjomaty istnienia liczb
mierzalnych (MC — od measurable cardinal) , ktére implikuja nega-
cje V=L ([Godel 1947/64, 265]).

7. DALSZE BADANIA DOTYCZACE ZDAN NIEZALEZNYCH

Hipoteza continuum jest historycznie najstarszym i najbardziej
znanym, ale oczywiscie nie jedynym przyktadem zdania niezaleznego
o naturalnej tresci matematycznej. Po odkryciu przez Cohena w la-
tach 60-tych metody forcingu nastapit rozkwit badan dotyczacych re-
latywnej niesprzecznosci i udowodniono niezalezno$¢ szeregu zdan
o charakterze zaréwno teoriomnogosciowym, jak i matematycznym.'>
Niediugo po odkryciu przez Cohena metody forcingu okazalo sig, ze
zasadniczo aksjomaty duzych liczb kardynalnych nie pozwalaja na roz-
strzygnigcie problemu continuum (por [Levy, Solovay 1967]). Z kolei
Easton udowodnit, ze continuum moze przyjmowaé niemalze dowolne
warto$ci. Aksjomaty duzych liczb kardynalnych nie dostarczyly zatem
,danych” umozliwiajacych rozstrzygniecie problemu continuum. Sam
Godel sformutowat na poczatku lat 70-tych szereg aksjomatéw doty-
czgcych rodzin funkcji z w w w, ktére mialy umozliwi¢ rozwigzanie
problemu continuum, okazato si¢ jednak, ze rozumowania Godla za-
wieraly btedy (por. [Ellentuck 1975]). W literaturze pojawiajg si¢ jed-
nak préby sformulowania aksjomatéw rozstrzygajacych problem. Np.
Freiling w [Freiling 1986] opisal pewien eksperyment mySlowy pole-
gajacy na losowaniu z odcinka [0,1] liczb rzeczywistych, w oparciu
o ktdéry sformufowany zostat aksjomat implikujacy negacje CH. Ar-
gumentacja Freilinga zawiera jednak liczne staboSci i nie moze by¢
uznana za powazny argument na rzecz falszywosci CH. Judah w [Ju-
dah 1989] argumentuje — w oparciu o analize dotychczas uzyskanych
wynikéw dotyczacych relatywnej niezalezno$ci — ze doS¢ wiarygodne

SNie przeciwstawiam tu oczywiscie teorii mnogosci matematyce — chce jedynie
wskazac na fakt, ze np. zdania dotyczace istnienia ultrafiltréw na liczbach kardynal-
nych maja ,,bardziej teoriomnogosciowy” charakter, nizZ np. zdania dotyczace funkcji
ciaglych i zbioréw borelowskich na R.
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wydaje si¢ by¢ uznanie, iz continuum =N,. Woodin w [Woodin 1999]
konstruuje model, w ktérym prawdziwa jest negacja CH, przy czym ar-
gumentuje, iz model ten jest ,,naturalnym”, ,,kanonicznym” modelem.
Woodin ustalit bowiem, ze przyjecie CH uniemozliwia sformutowanie
pewnych naturalnych aksjomatéw dotyczacych fragmentéw hierarchii
mnogosciowej, dlatego bardziej wiarygodna — jego zdaniem — jest
negacja CH. Jego kryterium ma zatem charakter. Teoria, w ktérej nie
zaktada si¢ CH, umozliwia rozstrzygniecie wielu kwestii w naturalny
sposdb, jest bardziej ,.elegancka”. CH nie jest zatem wiarygodna jako
aksjomat rozszerzajagcy ZFC.

Nie wynika stad oczywiScie, ze —=CH powinna zosta¢ dotaczona
jako nowy aksjomat do juz istniejacych aksjomatéw ZFC. Wyniki
wspomnianych tutaj badaii mogg stanowi¢ pewnego rodzaju heury-
styczne argumenty, ale nie mozna twierdzi¢, iz hipoteza continuum
zostata rozstrzygnieta. Niemniej jednak przyklady tych badaii wska-
zujg3, ze mozliwe jest poszukiwanie i konstruowanie racjonalnych ar-
gumentéw (pozaformalnych, ale wykorzystujacych wyniki badan tech-
nicznych) na rzecz fatszywosci (lub prawdziwosci) CH.

CH nie jest jedynym zdaniem, wokot ktérego toczyta (i toczy) si¢
dyskusja. Historycznie, pierwszym przyktadem takiego dyskusyjnego
aksjomatu byt pewnik wyboru. Zaréwno jego przyjecie, jak i jego od-
rzucenie prowadzi do pewnych nienaturalnych konsekwencji. Zaréwno
za jego przyjeciem, jak i za przyjeciem sprzecznego z nim aksjomatu
determinacji przemawiaja pewne intuicje. Pewnik wyboru zostat przy-
jety jako aksjomat ze wzgledu na role w matematyce i dzi§ (prawie)
nikt nie kwestionuje zasadnoSci jego przyjecia, warto jednak pamietaé
o tym, ze wokol niego takze toczyla sie dyskusja.

Warto tu wspomnie¢ o dwéch niejako ,.konkurencyjnych” wizjach
uniwersum matematycznego, a mianowicie wizji wyrazonej w aksjo-
macie konstruowalnodci i w aksjomacie istnienia liczby mierzalne;j.
Jak wiadomo (udowodnit to Scott w roku 1964), aksjomaty te sg wza-
jemnie sprzeczne. V=L implikuje wigc, Ze nie do$¢, ze uniwersum
matematyczne nie jest zbyt ,,szerokie” (w sensie: operacja zbioru po-
tegowego jest minimalna), to na dodatek nie moze by¢ zbyt ,,wyso-
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kie” (nie mogg istnie¢ zbyt duze liczby kardynalne). Obie wizje maja
swoich zwolennikéw (cho¢ przeciwnicy V=L stanowig wigkszos¢).
Zwolennicy V=L podkreslaja jego elegancje, fakt, Zze pozwala na roz-
wigzanie szeregu otwartych probleméw matematycznych, ze prowadzi
do interesujagcych wynikéw i do ,regularnego” uniwersum matema-
tycznego (por. np. [Jensen 1995]). Ten ostatni fakt stanowi argument
negatywny dla przeciwnikow aksjomatu konstruowalnosci. Podkreslaja
oni fakt, iz uniwersum matematyczne jest zbyt bogatym obiektem, aby
moc zaktadad, iz sktada sie tylko z obiektow definiowalnych. W boga-
tym §wiecie matematycznym muszg bowiem istnie¢ obiekty, ktére nie
moga by¢ uzyskane w takim konstruktywnym procesie. OczywiScie,
istnienia takich obiektow nie da si¢ udowodni¢ w ZFC (gdyby tak
bylo, to V=L bytby sprzeczny z ZFC, a nie jest), wiec konieczne jest
poszukiwanie nowych aksjomatéw, ktére pozwolg na uzasadnienie tej
tezy (czy inaczej: ktére beda odzwierciedlaly taka wizje uniwersum
matematycznego). Takimi aksjomatami sg wlasnie aksjomaty duzych
liczb kardynalnych.

8. NIEZALEZNOSC Z ,,NATURALISTYCZNE]” PERSPEKTYWY

Na zakoriczenie warto wspomnie¢ o jeszcze jednym nurcie ba-
dai nad niezaleznoScia, zainicjowanym przez Maddy w monografii
[Maddy 1997]. Punktem wyjScia Godla jest jego filozoficzne stanowi-
sko realizmu matematycznego — to stanowi metodologiczny argument
na rzecz zasadnoSci poszukiwai nowych aksjomatéw. Jego program
jest wiec pochodng jego realistycznego stanowiska.

Maddy formutuje program ,,naturalizmu teoriomnogosciowego” —
jego celem jest sformutowanie kryteriow, pozwalajacych na znajdowa-
nie nowych aksjomatéw, czyli kryteriow wyboru pomiedzy ,konku-
rencyjnymi” teoriami (takimi jak np. ZFC+MC i ZFC+V=L, ktére sa
wzajemnie sprzecznymi rozszerzeniami ZFC). Maddy wychodzi od
metafilozoficznego stanowiska ,,naturalizmu”, w mysl ktérego o wy-
borze migdzy teoriami majg decydowaé wytacznie wzgledy wewnatrz-
matematyczne, a nie wzgledy filozoficzne (jak w wypadku argumen-
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tacji Godla), ani nawet analizy dotyczace roli matematyki w na-
ukach przyrodniczych (jak w wypadku prorealistycznej argumentacji
Quine&apos;a). W szczegélnosci kryteria wyboru maja by¢ niezalezne
od stanowiska ontologicznego. Maddy formutuje szereg pojec i kryte-
riow metodologicznych, ktére majg pozwoli¢ na dokonywanie wybo-
réw. Kryteria te dotyczg np. mozliwosci naturalnego interpretowania
jednych teorii w innych czy dostarczania przez teorie mozliwie bogatej
klasy struktur umozliwiajacych ,,modelowanie” w nich zjawisk mate-
matycznych. Jako dwie zasadnicze maksymy Maddy formutuje zasady:
MAKSYMALIZUJ (teoria ma dostarczy¢ mozliwie duza klase typow
izomorfizméw, czyli — swobodnie méwiac — ma pozwala¢ na zdefi-
niowanie mozliwie bogatej klasy réznych obiektow) oraz UNIFIKUIJ:
celem jest podanie jednej teorii jako teorii podstawowej. Dalej Maddy
wprowadza szereg technicznych pojeé, takich jak ,rzetelna interpre-
tacja teorii T 1 w teorii T 2 7, ,,wlaSciwa maksymalizacja teorii”,
»silna maksymalizacja”, ,teoria restryktywna”, aby wreszcie sformu-
fowaé pewne techniczne kryterium. Pozwala ono na stwierdzenie, iz
teoria ZFC+V=L jest teoria restryktywna i nie moze zosta¢ uznana za
dobra kandydature na podstawowa dla matematyki teorie.

Niezaleznie od tego, ze koncepcja Maddy ma pewne stabosci (por.
np. [Wéjtowicz 2001]), to wpisuje si¢ ona w nurt badan nad poszuki-
waniem nowych aksjomatéw i w dyskusje metodologiczng dotyczaca
tego, czy problem ten jest dobrze postawiony. Wydaje si¢, ze mozna
poszukiwania Maddy interpretowaé jako wspoéiczesng prébe realizacji
programu Godla — nawet jesli wychodzi ona od odmiennych zalozen
metafilozoficznych.

9. PODSUMOWANIE

Czy program Godla zostat zrealizowany — a jeSli nie, to czy ma
jakies szanse na realizacje? OdpowiedZ na pierwsze pytanie jest nega-
tywna — brak jest bowiem zgody co do tego, czy badania w zakresie
teorii mnogosci doprowadzily do wyksztalcenia si¢ nowego pojecia
zbioru, z ktérego wynikataby np. hipoteza continuum lub jej nega-
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cja. Osiggnieto jednak pewne czastkowe wyniki, ktére pozwalajg mie¢
nadzieje na to, ze w przysztoSci pewne nowe aksjomaty zostang po-
wszechnie uznane za prawdziwe. Nie ma jednak na razie przekonujg-
cych danych, ze tak stanie si¢ w najblizszej przysztosci. Tym bardziej
brak jest danych, iz taka zgoda bedzie powszechna, i ze bedzie doty-
czy¢ nie tylko CH, ale réwniez aksjomatu konstruowalnosci czy aksjo-
matéw duzych liczb kardynalnych. Niezaleznie jednak, czy mozliwe
jest definitywne rozstrzygniecie dyskusji, widoczne jest, ze formuto-
wany przez Godla problem wiarygodnosSci nowych aksjomatéw jest
problemem dobrze postawionym.
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