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CO TO JEST MATEMATYKA?

1. PYTANIE

W jednym z poprzednich artykutéw! postawilem teze, stwierdza-
jaca, ze Swiatu nalezy przypisa¢ pewng obiektywng ceche, dzigki kto-
rej szczegblnie skutecznie mozna go badaé przy pomocy matematyki.
Ceche te nazwalem matematyczno$cig Swiata. Zaktada ona pewnego
rodzaju obiektywizm samych struktur matematycznych. Gdyby ma-
tematyka byta tylko tworem ludzkiego umystu, trudno bytoby wyja-
$ni¢, jak Swiat moglby obiektywnie posiada¢ ceche matematycznosci.
Tymczasem wsrdd filozoféw (nie tylko wsréd nich) panuje bardzo
rozpowszechnione przekonanie, ze matematyka jest tworem ludzkiego
umystu. Co wigcej, zwolennicy tego pogladu coraz czgsciej powotuja
sie na osiagniecia nowoczesnych nauk o mézgu i tzw. nauk kogni-
tywnych, ktoére jakoby mialy to przekonanie potwierdzac, odkrywa-
jac nawet, ,,jak mézg tworzy matematyke”.> Tego rodzaju argumenty
opieraja si¢ — moim zdaniem — na glebokim nieporozumieniu doty-
czgcym odpowiedzi na pytanie: co to jest matematyka? Jezeli bowiem

“UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy S$rodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odrgbng numeracje stron.

1Czy Swiat jest matematyczny? Zagadnienia Filozoficzne w Nauce, 22, 1998, 314.

2Por. np. S. Dehaene, The Number Sense — How the Mind Creates Mathematics,
Oxford University Press, Oxford — New York, 1997; podobne stanowisko zajmuje
Changeaux w dyskusji z Connesem: J-P.Changeaux, A. Connes, Conversations on
Mind, Matter and Mathematics, Princeton University Press, Princeton 1995.
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matematykg uméwimy si¢ nazywaé to, co zawierajg nasze podrecz-
niki i monografie matematyczne, to oczywiscie takg matematyke two-
rzymy a nie odkrywamy. Jezeli natomiast przez matematyke bedziemy
rozumie¢ abstrakcyjne prawidtowosci, ktére nasze formuty i rOwnania
tylko w jaki§ sposéb ujmuja, to bedziemy sklonni tak rozumianej ma-
tematyce przypisywaé przynajmniej pewien stopien niezaleznosci od
naszego umystu. Azeby w jak najwickszej mierze uniezalezni¢ si¢ od
tego rodzaju terminologicznych konwencji, w moim poszukiwaniu od-
powiedzi na pytanie: co to jest matematyka? bede sie¢ odwotywaé do
tego, jak matematyka rzeczywiscie funkcjonuje, i to zar6wno w ob-
szarze swoich teoretycznych dociekan, jak i w swoich licznych za-
stosowaniach (zwlaszcza w teoretycznej fizyce). Ze sposobu dziatania
matematyki bede wnioskowac o jej naturze. Celowo méwie o ,,spo-
sobie dzialania matematyki” a nie o ,,réznych sposobach dziatania
matematykéw”. Sadze bowiem, ze rézne sposoby dziatania matema-
tykow maja pewien wspdlny mianownik, ktéry mozna nazwaé spo-
sobem dzialania matematyki. Jezeli kto§ wyjdzie poza ten wspdlny
mianownik, przestaje by¢ matematykiem.

2. LICZENIE I LOGIKA STRUKTUR

Wspétczesna matematyka ma dwa korzenie: liczenie i logike struk-
tur. Te dwa korzenie splotly si¢ w jeden pien, rozrastajacy si¢ w liczne
rozgatezienia. Cale drzewo nie przestaje wydawac obfitych owocéw.
Bez logiki struktur liczenie redukowatoby sie¢ do zwyktych rachun-
kéw, a matematyka do ,,szewskiej roboty” (jak mawial pewien ma-
tematyk). Logika struktur bez liczenia bytaby zapewne matematyka,
ale tak abstrakcyjna, ze niewiele réznitaby si¢ od uprawiania sztuki
dla sztuki. Poczatki matematyki tonag w mroku dziejéw, ale wszystko
wskazuje na to, ze sztuki rachowania nauczyli nasza kulture starozytni
Babiloniczycy, a logika struktur swymi korzeniami sigga starozytnych
Egipcjan. Babiloficzycy byli mistrzami liczenia. Opierajac si¢ na bar-
dzo diugich seriach obserwacji potozen planet, przy pomocy niezwy-
kle zmudnych rachunkéw potrafili przewidywaé, z duza dokfadnoscia,
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ich przyszle potozenia. Egipcjanom Nil co roku swoimi wylewami
niszczyl znaki graniczne pomiedzy dziatkami ziemi, nalezacymi do
réznych wilascicieli. Koniecznos$¢ corocznego odtwarzania skompliko-
wanej ,.siatki wlasnoSci” stworzyla poczatki geometrii (Slady tego po-
chodzenia zachowaly si¢ w nazwie: geo-metria — pomiary ziemi).
Ale nawet w babiloriskich rachunkach byla obecna logika struktur:
ostatecznie w diugich kolumnach arytmetycznych znakéw klinowych
byla zaszyfrowana harmonia ruchéw cial niebieskich. Z egipskich po-
miaréw ziemi Grecy zrobili abstrakcyjna geometrie, ale i abstrakcyjna
geometria musiata w koncu znizy¢ si¢ do rachunkowego konkretu:
kazdy wtasciciel dowiadywat si¢ przeciez, gdzie i ile ziemi jemu przy-
pada w udziale. I tak juz pozostalo. Liczenie i logika struktur tworza
matematyke. Nawet jezeli niekiedy w zastosowaniach matematyki wy-
daje sie, ze wystarczy tylko troch¢ pomysle¢ i policzyé, to zawsze
w podtekscie tego mySlenia kryje si¢ jaka$ abstrakcyjna struktura. Je-
zeli na przyktad znamy droge i czas, w ktérym jakie$ ciato przebylo te
droge i chcemy obliczy¢ predkos¢ tego ciata, to wydaje sie, ze w tym
celu nie trzeba znaé niczego wigcej poza elementarnym dzieleniem.
Ale to tylko pozér. Glebsze wnikniecie w ,.tajemnice ruchu” ujawnia
pickng matematyczng strukture mechaniki klasycznej. Jej zreby stwo-
rzyt Newton w swoich Matematycznych zasadach filozofii przyrody,
ale trzeba byto trzech wiekéw zmudnych badaid wielu matematykéw
i fizykow, azeby te strukture w petni odtworzyc.

Z liczeniem jesteSmy zzyci od malego. Wielu z nas wrecz utozsa-
mia liczenie z matematyka, a niektérzy — zawdzigczajac to nudnemu,
szkolnemu liczeniu — na zawsze zrazili si¢ do matematyki. Tylko sto-
sunkowo nieliczni wiedzg o tym, ze liczenie jest $ciSle zwigzane ze
strukturami i z nich wywodzi swoja skutecznos$¢. Zreszta sami mate-
matycy stosunkowo péZno — jakie$§ 80 lat temu — zdali sobie w petni
z tego sprawe, ze ich dyscyplina ma réwniez strukturalne oblicze.
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3. STRUKTURA STRUKTUR

Pojecie struktury, jak wickszo§¢ naukowych pojeé, wywodzi si¢
z dosSwiadczen, ktérych wyrazem jest jezyk potoczny. Mdéwimy na
przyktad, ze jakiS budynek ma bogata strukture, jezeli na jego ca-
fos¢ sktada si¢ wiele réznorodnych elementéw powigzanych ze sobg
w jednolitg cato$¢. Analogicznie, gdy krytyk literacki analizuje struk-
ture jakiego$ utworu, stara si¢ w nim wyrdézni¢ poszczegdlne watki,
stwierdzié, jak si¢ wzajemnie przeplataja i czy prowadza do jakiego$
logicznie uzasadnionego rozwigzania. Gromadzac wiele podobnych
przyktadéw, mozna by uznaé, ze wyrazu ,struktura” najczesciej uzy-
wamy wtedy, gdy mamy do czynienia z jakim$ zestawem elementéw
i gdy interesuja nas ich wzajemne powigzania, sprawiajace, Ze ele-
menty te tworza jaka$ bardziej lub mniej uporzadkowang catos¢.

Pojecie struktury zrobilo wielka kariere w filozofii ostatnich kil-
kudziesieciu lat, a wiele szkét filozoficznych okresla siebie mianem
réznego rodzaju strukturalizméw. W jezyku filozoféw struktura zwy-
kle znaczy ,,zbiér elementéw, pomiedzy ktérymi zachodza pewne re-
lacje”. Czesto filozofowie méwia, ze zbidr jest ,ustrukturalizowany
przez relacje”.

Matematyka tak rozumiane pojecie struktury przejela, ale je —
swoim zwyczajem — wyostrzyla i przetworzyla w skuteczne narze-
dzie badawcze. W dalszym ciaggu nie bede wnikat w szczegdty mate-
matycznych definicji (bo nie jest to celem niniejszego studium), lecz
ukaze jak struktury funkcjonujg i jaka role spetniaja we wspoéiczesnej
matematyce.

Trzeba zacza¢ od pewnej wstepnej, waznej uwagi. Matematyke
mozna uzna¢ za ,strukture struktur”. Jedne struktury sg ,,nadbudo-
wane” na innych. Jedne sa podstrukturami innych. Jedne wynikaja
z innych. Ten ,,gmach struktur” narastal w dlugim, dziejowym procesie
rozwoju matematyki i ma on swoje uzasadnienie w historii. Ale ma-
tematycy czesto ingeruja w ten historycznie ustalony ,,porzadek struk-
tur”, starajac si¢ z niego wylowi¢, na przyklad, struktury najprostsze
lub ,,najbardziej plodne dedukcyjnie” i na nich budowad calg reszte
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matematyki. Niekiedy bywa i tak, Ze jaka$ nowo odkryta struktura
rozsadza stary porzadek i zmusza do istotnych przetasowan. Przyjmu-
jac rézne kryteria porzadku, mozna t¢ hierarchie struktur do pewnego
stopnia zmieniaé, na przyktad uznajac za wyjSciowe rézne struktury.

Zgodnie z najbardziej powszechnie przyjeta dzi§ przez matema-
tykow strategia, za ,,podloze” rozmaitych struktur uwaza si¢ zbiory.
Zbiér sktada si¢ z elementéw, ktére do niego naleza. Na przyktad
wszystkie liczby rzeczywiste naleza do zbioru liczb rzeczywistych,
ale zadna liczba urojona do tego zbioru nie nalezy.

Zbiory mozna wyposaza¢ w rézne struktury. Wsréd struktur mate-
matycznych mozna wyrézni¢ trzy wielkie klasy, a mianowicie: struk-
tury algebraiczne, struktury topologiczne i struktury miary.

Struktury algebraiczne, méwiac najogélniej, to takie struktury,
ktére umozliwiajg ,,sktadanie” ze soba dwu lub wiecej elementéw
danego zbioru. Sktadanie inaczej nazywa si¢ dziataniem. Przykladem
takiego dziatania jest mnozenie w zbiorze liczb rzeczywistych. Dziata-
jac na pare liczb rzeczywistych (tzn. mnozac je ze sobg), otrzymujemy
inng liczbe rzeczywista. Dzialania maja rézne wiasnodci i niektdre
dziatania wyrézniaja niektére elementy zbioru. Np. dzialanie mnoze-
nia w zbiorze liczb rzeczywistych wyréznia ,,1” 1 ,,0”: mnozenie przez
jeden nie zmienia wyniku, a mnozenie przez zero zawsze daje zero.
Algebra zajmuje si¢ badaniem takich dziatan.

Struktury topologiczne eksploatujg pojecia ciagtosci i bliskosci.
Nawet intuicyjnie wida¢, ze te dwa pojecia sg ze soba SciSle zwiazane.
Jaki$ zbidr (np. lini¢ prosta) jesteSmy sktonni nazywac ciggtym, jezeli
jego elementy (punkty) znajdujg sie ,.dowolnie blisko siebie”.? Nieco
wbrew potocznym intuicjom, okazuje si¢, ze nie ma jednego ,,abso-
lutnego” pojecia ciggltosci. Pojecie to w istotny sposéb zalezy wiasnie
od struktury topologicznej. Strukture t¢ wprowadza si¢ zwykle defi-
niujgc rodzing tzw. podzbioréw otwartych (spetniajacych odpowiednie
aksjomaty). Dwa elementy jakiegos$ zbioru sa sobie bliskie, jezeli znaj-
duja sie w tym samym podzbiorze otwartym. Na tym samym zbiorze
mozna wprowadza¢ rézne topologie. Na przyktad prosta rzeczywista

3Ale uwaga! Nie jest to definicja ciggltosci.
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(zbidr liczb rzeczywistych) jest ciaggta w tzw. naturalnej topologii (w tej
topologii pracuje nasza intuicja), ale mozna na niej z tatwosciag wpro-
wadzi¢ takie struktury topologiczne, w ktérych nie bedzie ona ciggla.
Wtasnosci topologiczne odgrywaja wazng role w wielu dziedzinach
matematyki.

Struktury miary sa matematyczng stylizacja (a wigc wyabstraho-
waniem i uSci§leniem) procedur mierzenia znanych z codziennego zy-
cia (i z fizyki). Mierzenie pola lub objetosci moze stuzy¢ za typowy
przykiad. Z tym, Ze mierzenie w sensie matematycznym jest ,,mak-
symalnie wyidealizowane”, tzn. uwolnione od wszelkich materialnych
skojarzen. Miara (w sensie matematycznym) jest pewna funkcja okre-
§lona na ,rodzinie podzbioréw mierzalnych”, czyli na rodzinie tych
wilasnosci, ktére daja sie¢ mierzy¢é. WartoScig tej funkcji na danym
podzbiorze mierzalnym (czyli na danej wlasnosci) jest liczba, ktoéra te
miare wyraza. Bardzo waznym pojeciem, ktére okreSla sie za pomoca
miary, jest pojecie caftki.

Kazdej matematycznej strukturze odpowiadaja charakterystyczne
dla niej odwzorowania (przeksztatcenia). Odznaczajg si¢ one tym, zZe
gdy dokonujemy takiego odwzorowania, wlasnosci istotne dla danej
struktury nie ulegaja zmianie. Np. strukturze ,,zbioru” odpowiada od-
wzorowanie zwane bijekcjg, ktére kazdemu elementowi zbioru przy-
porzadkowuje jednoznacznie element innego zbioru. Jest oczywiste,
ze po dokonaniu takiego przeksztalcenia, otrzymujemy zasadniczo ten
sam zbidr, co najwyzej inaczej tylko ,,nazwany”. Bardzo czgsto ma-
tematycy wolg operowa¢ odwzorowaniami niz samymi strukturami.
W zasadzie obydwa podejScia sa rownowazne, ale kazde z nich prowa-
dzi do innych skojarzein wyobrazeniowych. Manipulowanie zbiorami
wyposazonymi w struktury sugeruje, ze $wiat matematyki sktada sie
z obiektéw. Poslugiwanie si¢ odwzorowaniami nasuwa wyobrazenie
Swiata utkanego z relacji pomiedzy abstrakcyjnymi strukturami.

Jeden zbiér moze by¢é wyposazony w kilka struktur i woéwczas
struktury te ,,oddzialywujg na siebie”: jedna struktura wymusza na
drugiej pewne przystosowania, tak by razem mogly funkcjonowac.
Np. zbidr liczb rzeczywistych (prosta rzeczywista) posiada i strukture
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algebraiczng (liczby mozna dodawaé i mnozy¢), i strukture topolo-
giczna (prosta rzeczywista jest ciagta w naturalnej topologii), i struk-
ture miary (np. odcinkowi prostej rzeczywistej mozna przypisaé¢ pewng
dlugosc). I jest rzecza oczywista, ze wszystkie te wlasnosci nie sa od
siebie niezalezne, lecz ze sobg wspodtgrajg (np. dodawanie i miara na
prostej rzeczywistej muszg by¢ tak zdefiniowane, zeby dodanie do sie-
bie odcinkéw o mierze (dtugosci) a i b dato odcinek o mierze a +
b).

Z ,,oddziatywania” ze sobg réznych struktur rodza si¢ nowe dziaty
matematyki. Np. jednym z najbardziej obecnie rozwijanych dziatléw
matematyki jest analiza funkcjonalna. Powstaje ona przez ,,natozenie”
struktur topologicznych lub struktur miary na struktury algebraiczne.
Mozna $miato powiedzieé, ze najciekawsze i najbardziej plodne prace
matematyczne, jakie dzi§ powstaja, to prace eksplorujgce powigza-
nia i wspoélizaleznosci struktur. We wstepie do jednego z podrecz-
nikéw matematyki wspolczesnej czytamy: ,,Kombinowanie ze sobg
podstawowych struktur matematycznych prowadzi do niekoriczgcego
si¢ strumienia coraz to bardziej ekscytujacych systeméw i do prak-
tycznie nieograniczonego bogactwa odkryé”.* T jeszcze jedno, filo-
zoficznie wazne pytanie: Intuicja méwi nam, ze struktura musi byc
strukturg czego$, ze musi istnie¢ jakie§ tworzywo, ktére ma pewng
strukture. Co jest zatem tworzywem struktur matematycznych? Rzecz
w tym, ze struktura wcale nie musi by¢ strukturg czegos, przynajmnie;j
w naukach formalnych (jaka jest matematyka). Na tym wtasnie polega
istota tego, co filozofowie lubig nazywac ,,abstrakcjag matematyczna”.
Jak powiedzial znany matematyk, J. Dieudonné: ,,Matematyka jest lo-
gicznym studium relacji pomiedzy pewnymi bytami, a nie studium
natury tych bytéw”.> Matematyka eksploruje wiec nieskoriczone uni-
versum struktur, ale struktur pustych, ktére nie musza by¢ strukturami
czegokolwiek.

“P. Roman, Mathematics for Physicists and Other Outsiders, vol. 2, Pergamon
Press, New York — Toronto, 1975, p. 382.
3Cyt. za P. Roman, dz. cyt., vol. 1, s. XXIII; podkreslenie Dieudonné&apos;a.
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Filozof zapewne powiedzialby, ze oczywiscie struktura musi by¢
strukturg czegos§, a jedynie matematyczna abstrakcja polega na tym, iz
abstrahuje si¢ od tego ,,czego$”, zwracajac uwage jedynie na zwigzki
formalne ksztattujace to ,,co$”. By¢ moze tak jest, ale utrzymywanie, ze
tak by¢ musi, jest narzucaniem matematyce pewnej wizji filozoficznej.

A tego nauka nie toleruje.

4. ARCHITEKTURA STRUKTUR A AKSJOMATYKA

Strukturalne widzenie matematyki ma, w pewnym sensie, swojego
konkurenta. Matematycy cigzacy w kierunku logiki woleliby w mate-
matyce widzie¢ nauke o wynikaniu: przyjmuje pewne (dowolne) za-
lozenia i badam, co z nich wynika. Ukoronowaniem takiego podej-
Scia jest uprawianie matematyki metoda aksjomatyczng. Metoda ta
ma dlugg tradycje: od Euklidesa az po wyrafinowane techniki fran-
cuskiej grupy Bourbaki. Doprowadzenie tej metody do szczytowego
wyrafinowania stanowi czysta formalizacja, ktéra zamienia uprawianie
matematyki w gre symboli nieskazong zadng interpretacja.

Nalezy jednak z naciskiem podkresli¢, ze matematyka, czy to upra-
wiana metodg struktur, czy metoda aksjomatyczna, jest ta samg ma-
tematyka i obydwie metody, wspéipracujac ze soba, ujawniaja coS
z do$¢ kaprys$nej natury krélowej nauk. Warto uswiadomié sobie, ze
prawdopodobnie nikt tak nie przyczynit si¢ do rozszyfrowania miedzy-
strukturalnych powigzan matematycznych teorii jak wlasnie sktonna do
formalizacji grupa Bourbaki. Wybierajac (dowolnie, ale zgodnie z me-
talogicznymi regulami) aksjomaty, trafiamy w jaki$ obszar pewnej ma-
tematycznej struktury. Lancuchy dedukcji z aksjomatéw prowadza nas
po réznych powigzaniach logicznych wewnatrz tej struktury i jej rela-
cji z innymi strukturami. I tu wlasnie pojawita si¢ niespodzianka —
twierdzenia Godla (i inne tzw. twierdzenia limitacyjne).

Niektérzy matematycy uwazaja (jest takich niemato), ze twierdze-
nia Godla oznaczajg nieporéwnywalny z niczym dotychczasowym kry-
zys w podstawach matematyki. Bo oto okazuje si¢, Ze matematyka
wcale nie jest szczytem S$cistosci. Nie jest bowiem tak (jak to so-
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bie wyobrazatl Hilbert, tworzac swdj stynny program), ze dobierajac
wilasciwe zalozenia i wlaSciwe reguly wnioskowania, bedzie mozna
calg matematyke zamieni¢ w jedng wielkg dedukcyjng maszyne do
otrzymywania, w zasadzie, wszystkich mozliwych wynikéw. Tak nie
jest. Godel udowodnil, ze zaden system aksjomatyczny przynajmniej
tak bogaty jak arytmetyka (zaksjomatyzowana przez Peano) nie moze
by¢ réwnoczesnie zupelny i niesprzeczny. Chcac uchroni¢ sie przed
sprzeczno$cia, rujnujemy zupetnos$é. Checac utrzymac zupetnosé, wpa-
damy w sidla sprzecznoSci.

Wprawdzie do dzi$§ filozoficzne konsekwencje twierdzeri limita-
cyjnych nie zostaly do konica zrozumiane, nie sadz¢ jednak, ze wraz
z ich udowodnieniem zaczely wali¢ si¢ fundamenty matematyki. Jezeli
mozna tu méwic o kryzysie, to jest to niewatpliwie kryzys wzrostu —
trudny proces osiagania glebszego zrozumienia. A zrozumienie, moim
zdaniem, polega na u§wiadomieniu sobie, Zze matematyka po prostu nie
jest ,formalng maszyng dedukcyjng”’. Aksjomatyka jest dobrag metoda,
jezeli chee sie uporzadkowaé pewien fragment matematyki, ale zawo-
dzi, gdy chce si¢ nig ogarnac¢ zbyt bogate obszary matematycznych
struktur. Twierdzenia limitacyjne sg tego wyrazem. Aksjomatyka jest
wynaleziong przez nas metoda i, co za tym idzie, jest ,,dopasowana” do
sposobu dzialania naszego umystu. A kto nam zagwarantowal, ze ten
spos6b dziatania (,,nasza logika”) wystarczy do tego, by ogarnaé caty
Swiat matematycznych struktur? Przekonanie, ze ,,nasza logika” potra-
fimy skatalogowac i uporzadkowac wszystkie matematyczne struktury
zakrawa na ,,przedkopernikanski antropocentryzm”. Ani Wszech§wiat
fizyczny, ani (chciatoby si¢ powiedzie¢: tym bardziej!) Swiat matema-
tyki nie musi by¢ skrojony na miar¢ naszych mozliwosci.

Nastepujaca filozoficzna hipoteza wydaje si¢ by¢ dobrze uzasad-
niona: Swiat matematycznych struktur jest czyms, w pewnym sensie,
przez nas zastanym.® Ze sporym trudem i ze znacznym naktadem wy-
sitkéw odkrywamy jego niektdre obszary, ale gdy usitujemy je wtlo-

6Struktury matematyczne sa przez nas zastane takze w sensie historycznym: pole
naszych obecnych badan jest, w znacznej mierze, wyznaczone przez wyniki dociekan
naszych poprzednikoéw.
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czy¢ w ramy wymysSlonej przez nas metody, nie zawsze okazuje si¢ to
mozliwe. Jezeli Swiat struktur matematycznych nie podporzadkowuje
sie ,,naszej logice”, wcale to nie znaczy, ze nie podporzagdkowuje si¢
zadnej logice. A jezeli ,,logika matematyki” jest bogatsza od ,,naszej
logiki”, to znaczy, ze matematyka nie jest naszym wytworem. Tylko
dla kogo$, kto nadal upiera si¢ przy tym, ze to czlowiek stworzyt
matematyke, odkrycie twierdze limitacyjnych oznacza ,,najwickszy
kryzys wszechczasow” — bo oto cztowiek stworzyl szczyt Scistosci,
ktéry okazat sie... otwarta droga do sprzecznosci.

Oczywiscie to, co znajduje si¢ w naszych ksigzkach i czasopi-
smach, w pami¢ci komputeréw i ich programach jest naszym wytwo-
rem. Ewolucja matematyki jest procesem historycznym, uwiktanym
w rozmaite spoleczne i kulturowe uwarunkowania. Twierdzi¢ inaczej
byloby skrajng naiwnoscia. Ale podobnie jak historia geologii (jako
nauki) nie jest tym samym, co historia Ziemi (jako planety), dziejo-
wo$¢ matematyki nie jest tym samym co uwiklanie w czas i zmien-
no$¢ matematycznych struktur. Nasze ksigzki i artykuly zawierajg od-
kryta przez nas matematyke, wyrazong w naszym, podlegtym czasowi,
zmiennym jezyku. Wiasnie dlatego z matematyka ,,nie mozemy robic,
co si¢ nam podoba”, bo wyraza ona pewne prawidfowosci, ktére od nas
nie zaleza. Nie mamy nad nimi wiadzy. I tylko w tym sensie twierdze,
ze matematyki nie tworzymy, lecz ja odkrywamy.

5. MATEMATYKA I ZASTOSOWANIA

Rozwazajac natur¢ matematyki, nie spos6b pomingé problemu jej
zastosowan. Niezwykta skuteczno$¢ matematyki w badaniu Swiata nie-
watpliwie mowi nam co$ o samej matematyce. MySle, ze dotychczas
fakt ten nie byl w wystarczajagcym stopniu brany pod uwage w dysku-
sjach nad podstawami matematyki i by¢ moze bylo to jednym z po-
wodéw, dla ktérych dyskusja ta tkwita w martwym punkcie.

Swoje najpickniejsze i najbardziej skuteczne zastosowania mate-
matyka znalazta w fizyce. Mozna wrecz powiedzied, ze fizyka jest
niczym innym jak tylko ,.krélewska drogg zastosowarnn matematyki’.



CO TO JEST MATEMATYKA? 11

W zastosowaniach tych nie mozna oddzieli¢ od siebie strukturalnej
i rachunkowej strony matematyki. Teorie fizyczne sg po prostu odpo-
wiednio zinterpretowanymi strukturami matematycznymi, a niebywata
zgodnos$¢ uzyskiwanych w fizyce przewidywan teoretycznych z wyni-
kami eksperymentalnymi jest nastepstwem tego, ze struktury matema-
tyczne pozwalaja wyliczaé niektére wystepujace w nich wspoétczynniki
i — kierujac sie odpowiednig interpretacjg danej struktury — poréw-
nywaé je z wynikami rzeczywiScie przeprowadzanych pomiaréw. Je-
zeli do dzi§ w fizyce wystepuja ,.kryzysy” (np. we wszelkich dotych-
czasowych prébach potaczenia mechaniki kwantowej z og6lna teorig
wzglednosci), to przede wszystkim z tego powodu, ze nie udawalo
si¢ znaleZz¢ odpowiedniej struktury matematycznej, ktéra by problem
rozwigzywata.

Jak wyjasni¢ tak wielki sukces metody, polegajacy na ,,odpowied-
nim” interpretowaniu ,,odpowiednich” struktur matematycznych, czyli
na tworzeniu (i empirycznym sprawdzaniu) fizycznych teorii? Natu-
ralne wyjasnienie jest nastepujace: widocznie konstrukcja Swiata od-
powiada pewnym matematycznym strukturom (a by¢ moze ostatecz-
nie jakiej$ jednej, ,wielkiej” matematycznej superstrukturze). Albo
inaczej: pewne aspekty struktury Swiata odpowiadaja pewnym struk-
turom matematycznym (lub: struktura Swiata odpowiada jakiej$ jednej
strukturze matematycznej, ktéra obecnie potrafimy jedynie przyblizac
pewnymi ,,podstrukturami”). Przyjmijmy to jako wyjas$niajaca hipo-
tezg, ale aby to mogta by¢ hipoteza przekonywajaca, musimy wpro-
wadzi¢ pewne znaczeniowe rozréznienia.

Wyzej powiedziatem, Ze tworzona przez nas matematyka wyraza
pewne prawidlowosci, ktére od nas nie zaleza i to wlasnie tym prawi-
dlowosciom (zapewne tylko niektérym z nich) odpowiada konstrukcja
Swiata. Poniewaz jednak do tych prawidtowoSci mamy dostep tylko
przez tworzone przez nas struktury matematyczne, mozemy twierdzic,
ze struktura §wiata odpowiada pewnym ,,naszym strukturom matema-
tycznym”.

Co wiecej, istnieja powazne racje, by sadzi¢, ze ,nasze struk-
tury matematyczne” nie pozostaja w jedno-jednoznacznym stosunku
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do tych prawidtowosci, ktdére ,,odzwierciedlajg”’. Raczej jest tak, ze
chwytaja one tylko pewne aspekty tych prawidlowos$ci. Dobrym po-
réwnaniem mogloby tu by¢ odwolanie si¢ do obrazu figury geome-
trycznej i jej rzutéw na rézne plaszczyzny. Prawidlowosci, o ktérych
mowa, sa nam dostgpne tylko przez niektére ich ,rzuty”. Poniewaz
cienl jest w istocie rzutem, mamy tu pickna analogie z platoriska me-
taforg cieni doskonatych idei.” Jezeli istotnie struktura §wiata odpo-
wiada prawidtowoSciom a nie ich ,,rzutom”, nalezy si¢ spodziewac, ze
ta sama teoria fizyczna moze by¢ (z poréwnywalnym skutkiem) wy-
razona przez rézne ,nasze struktury matematyczne” (rézne ,,rzuty”).
Tak jest w istocie. Np. znamy kilka (niezupetnie réwnowaznych) ujec¢
mechaniki kwantowej: przy pomocy teorii operatoréw na przestrzeni
Hilberta, przy pomocy C*-algebr, przy pomocy catek po drogach Feyn-
mana. Jezeli moja wyjasniajagca hipoteza jest sluszna, to sg to trzy
rézne ,,nasze struktury”, bedace trzema réznymi ,,rzutami” jakiej$ nie-
znanej nam bezposrednio i niezaleznej od nas struktury, ktérej ,,pod-
lega” §wiat kwantow i czgstek elementarnych.

Zaproponowana w niniejszym rozdziale hipoteza wyjasniajaca na-
ture matematyki pozostawia wiele kwestii otwartych. Przede wszyst-
kim nie podejmuje ona préby udzielenia odpowiedzi na pytanie, w ja-
kim sensie istniejg prawidlowosci, ktére ,,nasze struktury matema-
tyczne odzwierciedlajg” (czy ,.reprezentuja”). Rozmaite filozofie ma-
tematyki sg tu mozliwe.

K. Maurin w podobnym kontek$cie odwotuje sic do matematycznego pojecia
reprezentacji. Dostepne sa nam tylko reprezentacje niektdrych ,,prawidtowosci”; por.
np. jego prace: ,,Mathematik als Sprache und Kunst”, w: Offene Systeme II: Logik
und Zeit, red.: K. Maurin, K. Michalski, E. Rudolph, Klett-Cotta, Stuttgart 1981, ss.
118-241; zwlaszcza rozdz. 11, 6.



