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ANTYNOMIE TEORIOMNOGOSCIOWE
A POWSTANIE KLASYCZNYCH KIERUNKOW
BADANIA PODSTAW MATEMATYKI

W réznorakich opracowaniach prezentuje si¢ zazwyczaj obok siebie trzy
klasyczne kierunki badan podstaw matematyki, ktére wyksztalcily sie na
poczatku dwudziestego wieku: logicyzm, intuicjonizm i formalizm. Akcen-
tuje si¢ odmienne rozwiazania szczegétowych zagadnien podstaw matema-
tyki przez przedstawicieli wspomnianych kierunkéw. Nie zwraca sie nato-
miast wiekszej uwagi na problem bardzo istotny: dlaczego wlasnie w tym
okresie, prawie jednoczesnie, doszto do takiej polaryzacji stanowisk w za-
kresie podstaw matematyki? Niniejszy artykul podejmuje to zagadnienie.

Teza prezentowana tutaj jest nastepujaca: sekwencja zdarzen w matema-
tyce dziewietnastego wieku — arytmetyzacja matematyki, powstanie teorii
mnogosci, sprowadzenie arytmetyki liczb naturalnych do teorii mnogosci,
odkrycie antynomii teoriomnogosciowych'— doprowadzita do kryzysu pod-
staw matematyki. I to gléwnie préby usuniecia antynomii spowodowaly tak

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.

1Chodzi o antynomie syntaktyczne. Zostaty one tutaj nazwane teoriomnogoéciowymi,
a nie logicznymi, z trzech powodéw. Po pierwsze, nicktére z nich pojawily sie rzeczy-
wiscie nie w logice, lecz w przedaksjomatycznej teorii mnogosci Cantora: antynomia
Burali-Fortiego, antynomia zbioru wszystkich zbioréw, antynomia zbioru wszystkich liczb
kardynalnych. Po wtore, antynomia Russella zostala ujawniona w procesie realizacji pro-
gramu logicyzmu przez G. Fregego. Dzisiaj jednak prezentuje si¢ przekonanie, ze logicysci,
podobnie jak G. Cantor i wspéiczesnie Bourbakisci, starali sie sprowadzi¢ matematyke
nie do logiki, ale wlasnie do teorii mnogosci. Trzecim powodem nazwania tych antyno-
mii teoriomnogosciowymi jest to, ze w ich sformulowaniu wystepuje pojecie zbioru [por.
J. Perzanowski, Logicyzm, w: Mala encyklopedia logiki, Wroctaw 1988, s. 94 (93-95)].
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znaczne rozwarstwienie stanowisk w kwestii podstaw matematyki, ktore za-
owocowalo powstaniem ,drugiego logicyzmu”?, intuicjonizmu i formalizmu.

Tak postawiona teza determinuje plan opracowania. Najpierw zapre-
zentowana zostanie wspomniana sekwencja wydarzen w matematyce dzie-
wietnastowiecznej. Pozwoli to dostrzec wage zagrozenia, jakie stworzyto dla
podstaw matematyki odkrycie antynomii teoriomnogosciowych. Nastepnie
zostang przykladowo podane dwie antynomie. Dalszy ciag rozwazan bedzie
mial na celu pokazanie, iz palacy problem antynomii w istotny sposéb zde-
terminowal uksztaltowanie sie strategii ,,drugiego” logicyzmu, intuicjonizmu
i formalizmu. Ukazane zostanie, ze w konsekwencji w ramach formalizmu
D. Hilberta postawiono ogdlniejsze, zasadnicze pytanie o niesprzeczno$¢ ma-
tematyki i rozpoczeto konstrukcje aparatu metamatematyki dla dowiedzenia
tejze niesprzecznosci. Wreszcie wspomniany zostanie fakt, iz niemozliwosé
poprowadzenia takiego dowodu wykazal w swych pracach K. Godel.

Innymi stowy: artykul ma pokazaé, ze ciag wydarzen w matematyce,
jej filozofii i metamatematyce, poczawszy od zdefiniowania granicy przez
B. Bolzano i A. Cauchego az do wynikéw uzyskanych przez K. Goédla mial
pewna wewnetrzna logike i w istotny sposéb byt ,zogniskowany” wokot pro-
blemu antynomii teoriomnogosciowych.

Zgodnie z zaprezentowanym planem, najpierw zostanie naszkicowany
proces arytmetyzacji matematyki w dziewietnastym wieku, ktory rozstrzy-
gnal o zasadniczym znaczeniu antynomii teoriomnogosciowych dla podstaw
matematyki.

Rozwdéj matematyki w dziewietnastym wieku, jeszcze przed powstaniem
teorii mnogosci — zdaniem niektérych historykéw matematyki — umozliwit
systematyzacje calej éwczesnej matematyki®. Systematyzacja jest tu rozu-
miana jako uporzadkowanie dyscyplin matematyki wedtug jakiego$ meryto-
rycznego kryterium lub podanie planu, wedlug ktorego mozliwe bytoby roz-
winiecie matematyki jako jednolitej budowli*. Proces systematyzacji dzie-
wietnastowiecznej matematyki mozna inaczej nazwaé¢ arytmetyzacja, bo-

2Mianem ,,pierwszego logicyzmu” okresla sie tutaj prébe realizacji Leibnizianskiej idei
sprowadzenia matematyki do logiki (w istocie, jak dzi$ si¢ uwaza, do teorii mnogosci)
przez G. Fregego. Ten etap zakonczony zostal odkryciem antynomii Russella. ,Drugi
logicyzm” to dzielo B. Russella i A. N. Whiteheda, ktérzy podjeli dzielo G. Fregego,
starajac sie eliminowaé antynomie stwierdzone w jego systemie.

3Por. N. Bourbaki, Elementy historii matematyki, thum. z francuskiego S.Dobrzycki,
Warszawa 1980, s. 35-37.

4Por. J. Perzanowski, Podstawy matematyki i logiki, w: Mala encyklopedia logiki, s. 145
(141-151).
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wiem za dziedzine ,podstawowa” matematyki uwazano wéwczas arytme-
tyke liczb naturalnych. Do niej — jak sadzono — mozna byto sprowadzi¢
wszystkie znane dyscypliny matematyczne, czyli wlasnie matematyke kla-
syczna. Relacje sprowadzania rozumiano wéwczas jako mozliwo$¢ wskazania
lub skonstruowania modelu jednej teorii w dziedzinie matematycznej, beda-
cej modelem innej teorii. Przy czym te druga uwazano za bardziej ,,podsta-
wowg”, logicznie pierwotna®.

Jeszcze na poczatku dziewietnastego wieku wydawalo sie, ze taka sys-
tematyzacja matematyki bedzie niemozliwa. Problemem byto sprowadzenie
analizy matematycznej, opartej od czasu jej powstania na niejasnym i bu-
dzacym wiele kontrowersji pojeciu wielkosci nieskonczenie matej, do aryt-

5Dalej, dla uproszczenia terminologii, bedzie mowa o znalezieniu modelu jednej teorii
w innej teorii. Rzecz jasna, w dziewietnastym wieku nie uzywano jeszcze metamatema-
tycznego terminu ,model”, ale intuicyjnie przyjmowano jako oczywiste pewne wlasno-
$ci ujmowane dzisiaj w teorii modeli. Najlepszym przyktadem moze by¢ Cantorowska
konstrukcja liczb rzeczywistych, ktéra byta — we wspdlczesnych kategoriach metamate-
matycznych — niczym innym, jak znalezieniem modelu liczb rzeczywistych w dziedzinie
liczb wymiernych.

Zamiast mowié, ze sprowadzalnosé jednej teorii do drugiej to konstruowanie modelu
jakiej$ teorii w pewnej dziedzinie, mozna tez twierdzié, ze owo sprowadzanie to mozliwosé
adekwatnego wyrazenia jednej teorii w kategoriach innej. Przyklad stanowi Cantorowskie
okreslenie liczby rzeczywistej jako ciggu podstawowego liczb wymiernych (klasy wszyst-
kich ciaggéw podstawowych, wspélzbieznych do danego ciagu).

Scharakteryzowana tu relacja sprowadzania jednej teorii do innej byla z cala pewnoscia
traktowana jako relacja przechodnia. Dla kazdej teorii winna bytla istnie¢ — jak sadzono
— teoria bardziej ,,podstawowa”, za wyjatkiem rzecz jasna arytmetyki liczb naturalnych.

Natomiast relacji sprowadzania nie traktowano jako relacji spéjnej. Brak wymogu spéj-
nosci nie pozwala relacji sprowadzania klasyfikowaé jako relacji liniowo porzadkujacej (to
znaczy spelniajacej koniunkcje warunkéw: zwrotnosé, przechodnio$é, antysymetrycznosé
i spéjnosé). Gdyby zalozyé zwrotnosé, to byltaby ona relacja antysymetryczna, a zatem
relacja porzadkujaca zbiér teorii matematycznych (relacja zwrotna przechodnia i antysy-
metryczna) — wéwczas mozna by tez méwié, ze arytmetyka liczb naturalnych jest elemen-
tem najwigekszym w zbiorze teorii matematycznych. Poniewaz w zbiorze uporzadkowa-
nym istnieje co najwyzej jeden taki element, bytaby to teoria wyrédzniona, ,podstawowa”.
W niniejszej pracy zamiast nazwy ,relacja porzadkujaca” (zbidr teorii matematycznych)
wybrano jednak nazwe ,relacja sprowadzania”. Powody sa nastepujace:

1. Gdyby przyjaé pierwsze okreslenie, to nalezatoby zalozy¢ zwrotnos¢ omawianej re-
lacji.

2. Relacje okreslone tu jako ,,porzadkujace” nazywa si¢ czasem ,czeéciowo porzadku-
jacymi”, za$ relacje nazwane wyzej ,liniowo porzadkujacymi” nazywa sie tez porzadku-
jacymi” [por. H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspélczesnej, Warszawa 1973, s. 127].
Okreslenie ,relacja porzadkujaca” mogloby by¢ mylace, ze wzgledu na zamieszanie ter-
minologiczne w podstawowych opracowaniach podrecznikowych.

3. Termin ,relacja sprowadzania” dobrze oddaje intuicje zwigzane z omawiang relacja.
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metyki liczb naturalnych. Przeszkode te udalo sie¢ jednak usunaé¢ w dwoch
przebiegajacych po czedci réwnolegle etapach.

Po pierwsze, dzieki pracom B. Bolzano, A. Cauchy’ego i K. Weierstrassa
udalo sie wyeliminowaé z analizy wielkosci nieskonczenie male i oprzeé te
dyscypline na pojeciu liczb rzeczywistych. Drugi etap sprowadzenia analizy
do arytmetyki liczb naturalnych polegal na kolejnym znajdowaniu modeli:
teorii liczb wymiernych w dziedzinie liczb catkowitych oraz teorii liczb rze-
czywistych w dziedzinie liczb wymiernych.

Pierwszego zadania podjelo sie okolo roku 1860 kilku matematykow:
H. Grassmann, H. Hankel oraz K. Weierstrass. Ten ostatni — w swych nie
publikowanych wyktadach — przedstawil najprawdopodobniej po raz pierw-
szy pomyst uzyskania modelu liczb wymiernych w dziedzinie uporzadkowa-
nych par liczb catkowitych. Natomiast drugiego zadania, ktére wymagato,
w takiej czy innej formie, przyjecia istnienia zbioru aktualnie nieskonczo-
nego, podjeli sie z dobrym skutkiem, aczkolwiek przy zastosowaniu dosé
odmiennych metod, prawie jednocze$nie okoto roku 1870, K. Weierstrass,
R. Dedekind, Ch. Meray i G. Cantor®.

Realizacja drugiego etapu arytmetyzacji oznaczala rownoczeénie arytme-
tyzacje geometrii euklidesowej. Jednak wtasnie w zakresie rozumienia istoty
geometrii pojawily sie w dziewietnastym wieku przeszkody, ktére — jak sie
poczatkowo wydawalo — uniemozliwialy uznanie matematyki (matematyki
z geometria) za jednolita strukture, ktérej wszystkie galezie bylyby spro-
wadzalne do arytmetyki liczb naturalnych. Zacigte dyskusje nad istota geo-
metrii rozpoczety sie okolo roku 1870, gdy na skutek publikacji prac N. Lo-
baczewskiego, K. Gaussa i wygloszenia slynnego wykladu inauguracyjnego
przez B. Riemanna aktualna stala sie sprawa geometrii nieeuklidesowych.
Niemniej juz w tym samym roku F. Klein znalazt dla geometrii Lobaczew-
skiego i Riemanna modele euklidesowe, co oznaczalo arytmetyzacje nowych
teorii geometrycznych”.

Tym samym na poczatku lat siedemdziesiatych dziewietnastego wieku
matematyka mogla byé¢ uwazana za zwarta strukture, uporzadkowana przy
pomocy relacji sprowadzania jednej teorii do drugiej. Funkcje wyrdznio-

6Zasadnicze wiadomosci na temat arytmetyzacji matematyki w dziewigtnastym wieku
zawarte sa w pracy N. Bourbaki [por. N. Bourbaki, dz. cyt., s. 35-37].

"Por. F. Klein, Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. 1, Berlin 1931, s. 254
305. W zasadzie nieco wczesniej, w roku 1868, modele euklidesowe dla geometrii nieeu-
klidesowych znalazl pracujacy poza srodowiskiem matematykéw niemieckich E. Beltrami
[por. E. Beltrami, Saggio di interpretazione della geometria non—euclidea, Giornale di
matematiche ad uso degli studenti delle universita italiane, 6 (1868), s. 284-312.
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nej teorii podstawowej petnita arytmetyka liczb naturalnych. Innymi stowy:
matematyke dziewietnastowieczna, nawet uzupelniona o nieklasyczne geo-
metrie, mozna bylo wéwczas uznaé za zarytmetyzowana.

Konsekwencje takiego widzenia struktury matematyki stanowilo zwro-
cenie si¢ po roku 1880 w kierunku badan podstaw arytmetyki liczb natural-
nych. Jednym z efektéow tych badan bylo podanie aksjomatyki teorii liczb
naturalnych, najpierw przez R. Dedekinda w roku 1886%, a potem przez
G. Peano w roku 18899,

Na poczatku lat siedemdziesiatych poprzedniego stulecia, dla rozwiaza-
nia szczegdéltowych probleméw w analizie, G. Cantor zaczal budowac teorig
mnogoéci, rozumiang jako teoria zbioréw nieskonczonych. Niemiecki mate-
matyk skonstruowal teorie bez podstaw aksjomatycznych, ale zawierajaca
wiele istotnych wynikéw. Bardzo wczesnie on sam!? i G. Frege'!zauwazyli,
ze w kategoriach teoriomnogosciowych daje sie zdefiniowaé pojecie liczb na-
turalnych. Logik z Jeny poszedt! jeszcze dalej. Staral sie ukazac, ze wszystkie
pojecia pierwotne arytmetyki liczb naturalnych daja sie¢ wywiesé z pojec teo-
riomnogosciowych, a wszystkie aksjomaty arytmetyki liczb naturalnych sa
twierdzeniami teorii mnogosci'?. Tym samym arytmetyka liczb naturalnych,
a w konsekwencji arytmetyzacji matematyki cala matematyka dziewietna-
stowieczna, zostaly sprowadzone do teorii mnogosci'3. Innymi stowy: dzigki
realizacji planu G. Fregego teoria mnogosci mogta by¢ traktowana jako dys-
cyplina podstawowa, z ktorej cala matematyka dziewietnastego wieku byta
wywiedlna.

8Por. R. Dedekind, Gesammelte mathematische Werke, Bd. 3, Braunschweig 1932,
s. 359-361.

9Por. G. Peano, Arithmetices principia, nova methodo exposita, Torino 1889.

10Por. G. Cantor, Principien einer Theorie der Ordnungstypen. Erste Mittheilung, w:
I.Grattan—Guiness, An unpublished paper by Georg Cantor. Principien einer Theorie der
Ordnungstypen. Erste Mittheilung, Acta Mathematica 89 (1970) Bd. 124, s. 84 (65-107).

HPor. G. Frege, Die Grundlagen der Arithmetik. Eine logisch-mathematische Unter-
suchung ber den Begriff der Zahl, Breslau 1884.

12Por. G. Frege, Grungesetze der Arithmetik, begriffschriftlich abgeleitet, Bd. 1, 1893,
Bd. 2, 1903.

13Popularnie twierdzi sig, ze G. Frege sprowadzil arytmetyke liczb naturalnych, a zatem
i cala matematyke dziewigtnastowieczna, do logiki. Jesli jednak teorie mnogosci, czyli
teorie zbioréow nieskonczonych, ujmuje si¢ jako odrebna nauke nie bedaca dziatlem logiki,
to trzeba méwié o sprowadzeniu arytmetyki liczb naturalnych nie do logiki, lecz do teorii
mnogosci. Tak twierdzi na przyktad L. Borkowski [por. L. Borkowski, Logika formalna,
Warszawa 1970, s. 235]. Dlatego w niniejszym tekscie twierdzi sie, ze w istocie celem
logicystow bylo sprowadzenie matematyki do teorii mnogosci.
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I wlasnie wéwcezas, gdy program G. Fregego wydawal sie zrealizowany,
odkryto w teorii mnogoéci szereg antynomii. Najogélniej antynomia to ko-
niunkcja pary zdan, z ktérych kazde w réwnym stopniu zastuguje na przyje-
cie, lecz jednoczesnie sa miedzy soba sprzeczne i dlatego nie mozna przyjacé
obu. Dwie antynomie teoriomnogoéciowe z przetomu wiekéw zostang tu za-
prezentowane.

Antynomie Russella'* konstruuje si¢ nastepujaco: okresla sie klase N
wszystkich i tylko tych zbioréw, ktore nie sa swoimi elementami:

AeN=A¢gA.

Podstawiajac w tej definicji stala N za zmienna A, otrzymuje sie naste-
pujaca réwnowaznosc:

(a) Ne N=N¢N

Na podstawie réwnowaznosci (a) dowodzi sie¢ koniunkeji dwu wyrazen
sprzecznych:

NeNiN¢EN.

Dowdéd wyrazenia: N € N

(1) N ¢ N zalozenie dowodu nie wprost
(2) N € N opuszczanie réwnowaznosci (a), (1)
sprzeczno$é (1) i (2)
Dowdd wyrazenia: N ¢ N
(1) N e N zalozenie dowodu nie wprost
(2) N ¢ N opuszezanie réwnowaznosci (a), (1)
sprzeczno$é (1) i (2)

Udowodnione zostaly obydwa cztony koniunkcji, a wiec udowodniona
zostalta koniunkcja dwu zdan sprzecznych: N € Ni N ¢ N.

Inny przykitad antynomii odkrytych na przetomie wiekéw to znana juz
G. Cantorowi antynomia zbioru podzbioréw!®.

Zbiér podzbioréw dowolnego zbioru X (czyli zbiér potegowy tego zbioru
2X) jest liczniejszy niz sam zbiér X. Twierdzenie to, pochodzace od G. Can-
tora, niech sie¢ nazywa twierdzeniem C. Dla dalszych rozwazan wprowadza
sie zbiér wszystkich zbioréw, nazywany U. Jest on, z samego zalozenia,
najliczniejszy ze wszystkich zbioréw, poniewaz obejmuje je wszystkie jako
elementy. Ale na mocy twierdzenia C zbiér jego podzbioréw jest jeszcze
oden liczniejszy. A wiec U jest i nie jest najliczniejszym sposrdéd zbiordw.

14 Antynomia Russella zostala podana za L. Borkowskim [por. L. Borkowski, dz. cyt.,
s. 285].

15Konstrukcja antynomii zbioru podzbioréw podana jest tutaj za W. Marciszewskim
[por. W. Marciszewski, Antynomie w logice, w: Mala encyklopedia logiki, s. 20 (20-210)].
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Oproécz tych dwu zaprezentowanych, odkryto na przelomie dziewiet-
nastego i dwudziestego wieku caly szereg innych antynomii teoriomnogo-
$ciowych, miedzy innymi zbioru uniwersalnego, zbioru wszystkich zbiorow,
zbioru wszystkich liczb kardynalnych, zbioru wszystkich liczb porzadkowych
(antynomia Burali-Fortiego), zbioru wszystkich liczb réwnolicznych z da-
nym zbiorem.

Trzeba teraz odpowiedzie¢ na pytanie: dlaczego antynomie teoriomnogo-
$ciowe tak bardzo wstrzasnely podstawami matematyki na przetlomie wie-
kéw?

Byto to wynikiem superpozycji dwu czynnikéw. Po pierwsze, antynomie
czynig kazda wiedze bezwartoSciowa. Zgodnie bowiem z zasadami logiki
klasycznej, do koniunkcji zdan sprzecznych mozna dotaczyé¢ kazde zdanie.
Zatem w dowolnej teorii, w ktorej wystepuja antynomie, mozna udowodnic¢
wszystko. Po wtére, antynomie z przetomu wiekéw nie dotykaty tylko teorii
mnogosci. Pokazano wczeéniej, ze teoria ta byla teorig podstawowsa, na kto-
rej mozna bylo nabudowaé calg matematyke dziewietnastowieczna. Zatem
antynomie teoriomnogo$ciowe czynity matematyke konca dziewietnastego
wieku sprzeczna, bezwartosciowa z epistemologicznego punktu widzenia.

Dlatego podjeto szereg zabiegéw, ktore miaty na celu wyeliminowanie
antynomii z podstaw matematyki. Dzialania te zaowocowaly powstaniem
calego spektrum pogladdéw z zakresu podstaw matematyki na poczatku dwu-
dziestego wieku.

Préby rozwiazania problemu antynomii teoriomnogo$ciowych mozna by
podzieli¢ na dorazne oraz systematyczne. Dorazne to te, ktore miaty na celu
wyeliminowanie antynomii odkrytych. Natomiast w ramach rozwiazan syste-
mowych starano si¢ generalnie postawié¢ i rozwiaza¢ problem niesprzecznosci
matematyki. Nikt przeciez nie byt w stanie wykluczy¢ tego, ze w matema-
tyce mogly sie pojawi¢ antynomie dotad nieznane, nowego typu.

W ramach dziatan doraznych, nakierowanych na eliminacje antynomii
teoriomnogoséciowych, najprostsze byloby przyjecie, ze matematyka nie jest
sprowadzalna do teorii mnogosci (logiki). Wéwczas znane antynomie teo-
riomnogosciowe nie bylyby po prostu przenoszone na teren matematyki.
Takie stwierdzenia padly w ramach programéw intuicjonizmu oraz forma-
lizmu. Znalazly si¢ jednak $rodowiska matematykow i logikéw, ktoérzy pod-
trzymujac teze o sprowadzalno$ci matematyki do teorii mnogosci, chcieli
wyeliminowa¢ znane antynomie teoriomnogoéciowe z podstaw matematyki.
Do tej grupy nalezy zaliczyé¢ przede wszystkim twoérce pierwszej aksjoma-
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tyki teorii mnogosci E. Zermelo oraz przedstawicieli ,,drugiego” logicyzmu
— B. Russella oraz A.N. Whiteheada.

E. Zermelo zauwazyl, ze zrédlem antynomii Russella jest przyjmowany
implicite w przedaksjomatycznej teorii mnogosci G. Cantora aksjomat nie-
ograniczonej komprehensji:

Z H(Jj cy=E(x)).

Wedlug aksjomatu nieograniczonej komprehensji dla dowolnej funkcji
zdaniowej FE(z), posiadajacej jedna zmienng wolnaz, istnieje zbior y, kto-
rego elementami sg te i tylko te przedmioty, ktére spelniaja funkcje zda-
niowa F(z). Jesli za E(z) przyjmie sie wyrazenie ,x ¢ x”, to z aksjomatu
nieograniczonej komprehensji otrzyma sie teze:

ZH(meyzxgw)

Stosujac teraz regule opuszczania kwantyfikatora szczegdtowego, a na-
stepnie regule opuszczania kwantyfikatora ogdlnego, otrzymuje sie kolejno:

[[een=aga)

xr
Y1 E€EYL =Y €Y1

Na podstawie takiej rownowaznosci — jak to pokazano wczesniej —
mozna otrzymaé koniunkcje dwu zdan sprzecznych'®.

Dlatego tez E. Zermelo, starajacy sie wyeliminowaé antynomie, zrezy-
gnowal w swojej aksjomatyce z nieograniczonego aksjomatu komprehens;ji,
zastepujac go aksjomatem wyrdzniania:

ZH(mGyEsz/\E(x)).

E(z) jest w tym aksjomacie funkcja zdaniowa o jednej zmiennej wolnej z
(lub tez w mocniejszym sformulowaniu: E(z) jest funkcja zdaniowa, w kto-
rej wystepuje zmienna wolna x oraz ewentualnie jeszcze inne zmienne wolne,
rézne od zmiennej wolnej y). Wedlug aksjomatu wyrdzniania dla kazdego

16Por. L. Borkowski, dz. cyt, s. 288-289.
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zbioru z i kazdego wyrazenia zdaniowego E(z) istnieje podzbidr zbioru z zto-
zony z tych i tylko tych przedmiotéwa, ktére spetniaja wyrazenie E(z)'7.

Mozna pokazaé, ze gdy do aksjomatu wyrézniania za E(x) wstawi sie pro-
wadzace do antynomii Russella wyrazenie ,x ¢ x”, nie otrzyma sie sprzecz-
noéci. W ten sposéb w teorii mnogoéci E. Zermelo zostala wyeliminowana
antynomia Russella.

Natomiast gdy chodzi o pozostate znane antynomie teoriomnogoéciowe,
to unika si¢ ich w systemie E. Zermelo w ten sposéb, ze na podstawie aksjo-
matow gwarantujacych istnienie okreslonych zbioréw nie stwierdza sie ist-
nienia zbioru uniwersalnego, zbioru wszystkich zbioréw, zbioru wszystkich
liczb kardynalnych, zbioru wszystkich liczb porzadkowych czy tez zbioru
wszystkich zbioréw réwnolicznych z danym zbiorem. We wspomnianym sys-
temie odpowiednie antynomie sg wbudowane w dowody o nieistnieniu tych
zbioréw.

Podobnie jak E. Zermelo tworcy ,drugiego” logicyzmu podtrzymywali
teze o mozliwosci sprowadzenia matematyki do teorii mnogosci (logiki). Sta-
rali si¢ oni tak zrekonstruowac system G. Fregego, aby w nowej, zmodyfiko-
wanej wersji nie byt on obcigzony znanymi antynomiami teoriomnogoscio-
wymi. Wybrali jednak inny sposéb rozwiazania tego problemu niz E. Ze-
rmelo.

Wedlug tej koncepcji odréznia sie typy logiczne przedmiotéow. Najnizszy
typ tworzg indywidua, czyli przedmioty, ktére nie sa zbiorami. Nazywa sie je
przedmiotami typu zerowego. Zbiory indywiduéw stanowia przedmioty typu
pierwszego. Przedmiotami typu drugiego sa zbiory zbioréw indywidudw.
Ogodlnie elementami zbioru typu n+I1-go sa przedmioty typu n—go. Zaktada
sie, ze wszystkie elementy danego zbioru sa przedmiotami tego samego typu.
Nie mozna méwi¢ ogélnie o zbiorze pustym czy uniwersalnym, a jedynie
o zbiorze pustym i zbiorze uniwersalnym okreslonego n-go typu'®.

Ontologicznej hierarchii typéw logicznych odpowiada syntaktyczna hie-
rarchia typow wyrazen odnoszacych sie do tych przedmiotéw. Zmienne
i stale teorii typow dzieli sie na typy. Ogélnie mozna powiedzieé, ze zmienne
ze wskaznikiem ,n” u goéry reprezentuja przedmioty typu m-go. Nie ma
w tym systemie stalej ,,U” reprezentujacej zbiér uniwersalny, natomiast

7Por. ibid., s. 301-302.

18Por. ibid., s. 292. Podano tutaj najogdlniejsze zasady prostej teorii typéw, pochodza-
cej od L. Chwistka i A. Ramseya. Tworca ,drugiego” logicyzmu B. Russell sformulowat
w istocie rozgaleziona teorie typéw. Prosta teorig typéw postuzono sie dla uproszczenia
mechanizmu usuwania antynomii. Rozgale¢ziona teoria typéw miata na celu eliminacje nie
tylko antynomii teoriomnogosciowych, ale i semantycznych.
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ogoélnie stata ,,U"” denotuje zbiér uniwersalny typu n—go, ktorego elemen-
tami sg wszystkie przedmioty typu n—-I-go. Zupelnie podobnie stata ,(™”
denotuje zbiér pusty typu n—go, bedacy dopetnieniem zbioru uniwersalnego
typu n—go. Zrelatywizowane do odpowiedniego typu sa takze wszystkie inne
stale 1 muszg by¢ zaopatrzone w odpowiednie wskazniki. I tak stalej ,€,”
uzywa si¢ w wyrazeniach stwierdzajacych, ze jakis§ przedmiot typu n—I1-go
jest elementem przedmiotu typu n—go. Stalej ,,C,,” uzywa si¢ w wyrazeniach
stwierdzajacych zawieranie sie zbioréw n-go typu'®.

Inaczej niz w aksjomatycznej teorii mnogosci przyjmuje sie w teorii ty-
péw aksjomat komprehensji. Jest to w istocie caly zbiér aksjomatéw, otrzy-
mywany z wyrazenia stwierdzajacego, iz istnieje ¢!, takie, ze dla kazdego
"

" Ent1 yn+1 = E(xn)a

przez podstawienie za ,n” dowolnych wskaznikéw sposréd ciagu wskazni-
kéw: 0, 1, 2, .20

Latwo mozna zauwazy¢, ze antynomii Russella w takim systemie nie
mozna skonstruowaé. Nie mozna bowiem w aksjomacie komprehens;ji przyjac¢
ani wyrazenia ,x € x”, ani tez wyrazenia ,x" &, x"”. Jest tak dlatego, ze
pierwsze wyrazenie nie nalezy do systemu (bowiem jakakolwiek zmienna
wystepujaca w wyrazeniach systemu typow musi by¢ zaopatrzona w jakis
wskaznik typu), natomiast drugie wyrazenie jest bezsensowne.

Podobnie w systemie teorii typéw eliminowane sa inne antynomie teo-
riomnogosciowe. Jest tak dlatego, ze odpowiednie wyrazenia, ktére uzywane
sa w konstruowaniu tych antynomii, sa w tym systemie wyrazeniami bez-
sensownymi>!.

B. Russell i A.N. Whitehead, postugujac sie teoria typéw logicznych,
starali sie zrekonstruowaé¢ wyniki G. Fregego, a wiec przede wszystkim zbu-
dowaé w tej teorii arytmetyke liczb naturalnych. Proba ta byla obciazona
wieloma trudnosciami, dla ich rozwiazania autorzy Principia mathematica
musieli przyja¢ budzacy wiele zastrzezen aksjomat nieskonczonosci rozu-
miany jako stwierdzenie o istnieniu nieskonczonej ilosci indywiduéw. Innym
defektem préby ugruntowania arytmetyki na teorii typéw logicznych jest
typikalna wieloznaczno$é statych arytmetycznych?2.

19Por. L. Borkowski, dz. cyt., s. 292.
20por. ibid., s. 293.
21por. ibid., s. 294.
22por. ibid., s. 296.
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Ogodlnie nalezy stwierdzi¢, ze przedstawicie matematykow, aksjomatyzu-
jacy teorie mnogoéci, i przedstawiciele ,drugiego” logicyzmu, starali sie usu-
naé¢ znane antynomie teoriomnogosciowe, nie rezygnujac jednoczesnie z tezy
G. Cantora i G. Fregego o mozliwosci sprowadzenia matematyki dziewigt-
nastowiecznej do teorii mnogosci. Ci pierwsi eliminowali antynomie, ograni-
czajac zbyt ogdlne, antynomiotwércze sformulowanie nieograniczonego ak-
sjomatu komprehens;ji, stwierdzajacego, ze dla kazdej funkcji zdaniowej ist-
nieje zbior przedmiotéw spelniajacych te funkcje zdaniowa. Drudzy przyjeli
og6lne sformutowanie aksjomatu komprehensji, ale ograniczyli zakres sen-
sownych funkcji zdaniowych w taki sposéb, ze pewne wyrazenia zaliczane
poprzednio do wyrazen sensownych traktuje sie jako wyrazenia bezsensowne
ze wzgledu na reguly tworzenia zdaniowych wyrazefi sensownych?3.

Dla prezentowanej w niniejszym artykule tezy istotne jest, ze aksjoma-
tyki teorii mnogosci i system ,,drugiego” logicyzmu powstaly przede wszyst-
kim dlatego, by unikngé¢ antynomii teoriomnogo$ciowych.

Zupelnie inne stanowisko wobec problemu znanych antynomii teoriom-
nogoéciowych zajeli przedstawiciele innego kierunku w badaniach podstaw
matematyki, powstalego réwniez na poczatku dwudziestego wieku, intuicjo-
nidci. Dla nich antynomie lezace u podstaw matematyki byty réwniez nie
do przyjecia. Dzisiaj twierdzi sie nawet, ze wlasnie cheé¢ zaradzenia groz-
bie sprzecznosci w matematyce lezala u podstaw intuicjonizmu L.E.J. Bro-
uwera?.

W kazdym razie w wystapieniach intuicjonistéw mozna dostrzec bardzo
wyraznie dwie tezy, ktérych celem byto w istocie wyeliminowanie antynomii
z podstaw matematyki. Jest to po pierwsze twierdzenie, ze logika nie sta-
nowi ani bazy, ani punktu wyjécia matematyki. Druga teza to odrzucenie
w matematyce nieskonczonosci aktualnej.

Przyjecie przez intuicjonistéw, ze matematyka nie ma punktu wyjscia
w logice, musi by¢ odpowiednio zinterpretowane. Kiedy w czasach formu-
lowania programu intuicjonistéw moéwito sie o logice, to miato si¢ w istocie
na uwadze systemy G. Fregego oraz B. Russella i A.N. Whiteheada, na
ktorych nabudowano arytmetyke i cala dziewietnastowieczna matematyke.
Zatem w istocie chodzilo o teori¢ mnogosci, do ktérych wymienieni autorzy
starali sie sprowadzi¢ matematyke. Innymi stowy: twierdzenie intuicjonistéw
o tym, ze logika nie jest punktem wyjsécia ani baza matematyki, oznaczalto

23Por. ibid., s. 290.
24Por. R. Murawski, Luitzen E.J. Brouwer, w: Filozofia matematyki. Antologia tekstéw
klasycznych, wybor i opracowanie R. Murawski, Poznan 1985, s. 262 (262-263).
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w istocie, ze matematyka nie jest sprowadzalna do teorii mnogosci. W ten
sposéb intuicjoniéci osiagali swdj cel. Poniewaz bowiem antynomie pojawily
sie w teorii mnogosci, a ta nie byla baza matematyki, to automatycznie
antynomie teoriomnogosciowe nie byly przenoszone do matematyki. W ten
sposéb, doraznie, eliminowali intuicjoniéci znane antynomie z matematykiZ®.

Trzeba sobie zda¢ sprawe z tego, iz wykorzystana do owej eliminacji
teza, ze logika nie jest baza matematyki, miala w programie intuicjonistéw
gtebokie i wielorakie uzasadnienie.

Przede wszystkim intuicjonisci przejeli od 1. Kanta przekonanie o aprio-
rycznym charakterze czasu. Twierdzili za nim nie tylko, ze intuicja aprio-
rycznego czasu lezy u podstaw arytmetyki, ale ze lezy ona u podstaw calej
matematyki (z geometria)2%. Zatem nie teoria mnogoéci (logika) byta w ich
mniemaniu punktem wyjscia matematyki, ale wlasnie intuicja apriorycznego
czasu?’.

A jesli tak, to wedlug intuicjonistow twierdzenia calej matematyki byty
sadami syntetycznymi a prioric®. To tez kldcilo sie z twierdzeniem G. Fre-
gego, iz sady calej matematyki, poniewaz sprowadzalne sg one do saddéw
teorii mnogosci (logiki), sa sadami analitycznymi. Intuicjonisci podkresla-
jacy syntetyczny charakter twierdzen matematyki i analityczny charakter
twierdzen logiki — i tu byli oni wierni nauce I. Kanta — nie mogli przyjac¢
tezy o tym, ze zdania matematyki mozna wyprowadzi¢ z jakiego$ systemu
logiki.

Jest jeszcze jeden powdd, dla ktérego intuicjonisci odrzucili teorie mno-
goéci jako podstawe matematyki, a w konsekwencji doraZnie rozwigzali
sprawe antynomii teoriomnogosciowych w podstawach matematyki. Ot6z
intuicjonisci w istocie zanegowali cala Cantorowska teorie mnogosci zaksjo-
matyzowana przez E. Zermelo. Wynikalto to réwniez z oparcia si¢ na tradycji
kantowskiej w filozofii matematyki. I. Kant byt konstruktywista, to znaczy
gtosil, ze warunkiem istnienia obiektéw matematycznych jest ich konstru-

25Por. A. Heyting, Dysputa, ttum. z angielskiego R. Murawski, w: Filozofia matema-
tyki. Antologia tekstéw klasycznych, wybdr i opracowanie R. Murawski, s. 281 (276-286);
T. Batég, Filozofia matematyki, w: Filozofia a nauka. Zarys encyklopedyczny, Wroctaw
1987, s. 182 (177-187).

26Intuicjonisci odrzucili teze I.Kanta o apriorycznoéci i przestrzeni i w konsekwencji
réwniez o tym, ze intuicja apriorycznej przestrzeni lezy u podstaw geometrii. Bylo to
efektem odkrycia w dziewietnastym wieku geometrii nieeuklidesowych.

2"Por. L. E. J. Brouwer, Intuicjonizm i formalizm, ttum. z niderlandzkiego R. Mu-
rawski, w: Filozofia matematyki. Antologia tekstéw klasycznych, wybdr i opracowanie
R. Murawski, s. 266 (263-275).

28Por. R. Murawski, Luitzen E.J. Brouwer, s. 282.
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owalnosé przez umyst poznajacy. Przejmujacy teze konstruktywizmu intu-
icjonisci wskazywali, ze niektére aksjomaty sformutowane przez E. Zermelo
postulowaly istnienie zbioréw, ktérych mysl ludzka nie mogta w ogdle skon-
struowaé, a nawet w jakikolwiek sposob okresli¢. Jako typowy przyktad
aksjomatu o charakterze niekonstruktywnym wymieniali aksjomat wyboru,
ktory postulowal istnienie pewnych zbioréow, nie podajac przy tym sposobu
ich konstrukeji??. Wnioski byly nastepujace: nalezy odrzucié teorie mnogo-
$ci, a zatem nie moze by¢ ona podstawa matematyki, w konsekwencji wiec
antynomie teoriomnogosciowe nie sa przenoszone do matematyki.
Wykluczenie przez intuicjonistow teorii mnogosci z podstaw matema-
tyki3?, eliminujace znane antynomie teoriomnogosciowe, nie gwarantowato
jeszcze w istocie niesprzecznosci matematyki. Antynomie mogly pojawié sie
w innym jej ,obszarze”. Intuicjonisci analizujac znane antynomie teoriom-
nogosciowe, doszli najprawdopodobniej do wniosku, ze moga by¢ one gene-
rowane miedzy innymi przez swobodne postugiwanie sie zbiorami aktualnie
nieskonczonymi o ,,zbyt duzej” mocy. Antynomie wystepowaly przeciez tam,
gdzie wlasnie istnienie takich zbioréw przyjmowano, na przyklad istnienie
zbioru uniwersalnego, zbioru wszystkich liczb kardynalnych czy tez zbioru
wszystkich liczb porzadkowych. Ale przeciez zbiorami aktualnie nieskonczo-
nymi postugiwano sie nie tylko w teorii mnogosci. Wystarczy w tym miej-
scu wskazaé chociazby klasyczna dyscypline matematyki, jaka jest analiza.
Swobodnie postugiwano si¢ tam zbiorami wszystkich liczb rzeczywistych czy
zespolonych. To zdaniem intuicjonistéw grozi¢ moglo ewentualnym ponow-
nym wystapieniem antynomii. Dlatego tez, dla unikniecia tych ewentualnych
antynomii odrzucili oni istnienie nieskonczonosci aktualnej. Podstawe filo-
zoficzng dla takiej decyzji znalezli ponownie w konstruktywizmie I. Kanta.
Glosili, ze umyst ludzki konstruujacy przedmioty matematyki nie moze wy-
konaé¢ nieskonczenie wielu konstrukeji. Dlatego zbiér nieskoinczony mozna
pojmowaé co najwyzej jako prawo czy tez regule wytwarzania jego elemen-

29Por. T. Batég, dz. cyt., s. 181.

30Intuicjonisci nie tylko twierdzili, ze logika (teoria mnogosci) nie moze byé¢ podstawa,
matematyki, ale dodawali do tego jeszcze teze przeciwna: to logika opiera sie na mate-
matyce. Program oparcia logiki na matematyce konstruktywistycznej intuicjonisci zreali-
zowali. Odrzucili, ze wzgledu na niekonstruktywny charakter, wiele dowodéw twierdzen
egzystencjalnych prowadzonych metoda nie wprost. U podstaw tych dowodéw lezaly nie-
jednokrotnie logiczne zasady wytaczonego srodka czy tez podwdjnego przeczenia. W kon-
sekwencji podwazyli te zasady i zbudowali alternatywna do klasycznej logike, w ktorej
wspomniane zasady juz nie obowiazywaly. Zasady logiki intuicjonistycznej przedstawit
w postaci systemu formalnego A. Heyting w roku 1930.
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tow. Zbiér, ktorego elementy mozna wytworzyé wedle jakiejs reguly, jest
jednak zawsze przeliczalny. Zatem nie istnieja zbiory nieprzeliczalne. Nie
istnieja tez liczby kardynalne pozaskonczone inne niz co najwyzej Ro3'. La-
two zauwazy¢, ze rezygnacja ze zbiorow aktualnie nieskonczonych musiala
prowadzi¢ do znacznego zubozenia analizy intuicjonistycznej a takze innych
dzialéw matematyki.

W kazdym razie mozna stwierdzié, ze w celu eliminacji antynomii z pod-
staw matematyki intuicjonisci postuzyli sie dwiema istotnymi tezami: mate-
matyka nie jest sprowadzalna do logiki (teorii mnogosci) oraz w matematyce
nie wolno postugiwacé si¢ zbiorami aktualnie nieskonczonymi. Uzasadnienie
tych tez wymagalo przyjecia konstruktywizmu I. Kanta oraz jego epistemo-
logii matematyki. Konsekwencja zas wprowadzenia tez antyantynomijnych
byta rezygnacja z teorii mnogosci oraz znacznych i znaczacych obszaréow
analizy. Tak wiec podjeta przez intuicjonistéw préba eliminacji antynomii
z matematyki zdecydowanie zdeterminowalta oblicze tego kierunku badan
podstaw matematyki.

Jeszcze wyrazniej odkrycie antynomii teoriomnogosciowych zawazylo na
powstaniu trzeciego kierunku badania podstaw matematyki w dwudziestym
wieku, mianowicie formalizmu. Celem strategii formalizmu, zaprezentowa-
nej przez D. Hilberta, bylo ostateczne wykazanie, ze matematyka jest nie-
sprzeczna’?.

D. Hilbert dzielil z intuicjonistami poglad, ze matematyka nie jest spro-
wadzalna do teorii mnogosci (logiki)**. Z drugiej jednak strony, nie byt
on zwolennikiem wyeliminowania Cantorowskiej teorii mnogosci z matema-

31por. T. Batég, dz. cyt., s. 181.

32Por. D. Hilbert, O nieskoficzonosci, ttum. z niemieckiego R. Murawski, w: Filozofia
matematyki. Antologia tekstéw klasycznych, wybér i opracowanie R.Murawski, s. 304
(287-307).

Nalezy pamietaé, ze drugim istotnym celem, dla ktérego D. Hilbert sformutowal pro-
gram formalizmu bylo udowodnienie zupelnosci matematyki. Najogélniej teorie nazywa
sie zupelna, jezeli dla kazdego zdania wyrazonego w jezyku tej teorii badz samo to zdanie,
badz jego negacja, sa konsekwencja zbioru aksjomatéw danej teorii. D. Hilbert podniést
zagadnienie zupelnosci w zwiazku z tzw. problemem continuum i hipotezq continuum
postawiong przez G. Cantora, ktérej twérca teorii mnogosci nie byl w stanie udowodnié
[por. D. Hilbert, Die Hilbertschen Probleme. Vortrag ,Mathematische Probleme” von
D.Hilbert gehalten auf dem 2. Internationalen Mathematikerkongress Paris 1900, erlu-
tert von einem Autorenkollektiv unter der Redaktion von P. S. Aleksandrov, Leipzig
1971].

33 ...zgadzamy sie calkowicie z filozofami, w szczegdlnosci z Kantem. Juz on uczyt —
i stanowi to integralng czes$¢ jego nauki — ze matematyka posiada tresé¢ pewna i niezalezna
od jakiejkolwiek logiki i ze w zwiazku z tym nigdy nie moze zostaé ugruntowana w oparciu
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tyki®*. Byl oredownikiem — w przeciwienstwie do intuicjonistéw — utrzy-
mania calej matematyki klasycznej z wkomponowana w nia nieskonczono-
$cig aktualna. D. Hilbert twierdzil za I. Kantem, ze pojecie nieskonczonosci
jest idea rozumu, a wiec pojeciem, dla ktoérego nie sposob znalezé rzeczowej
podstawy, poniewaz przekracza ono wszelkie doswiadczenie. Uznal jednak,
ze pojecie nieskonczonosci jest pojeciem niezbednym dla matematyki, bo
uzupelnia to, co konkretne. Wladnie w dziatach infinistycznych matematyki
dopatrywat sie on najwiekszych osiagnieé ludzkiego umystu3°.

Nie mogt jednak D. Hilbert przejsé obojetnie nad twierdzeniem intu-
icjonistow, ktérzy sadzili, ze wlaénie swobodne operowanie nieskonczono-
$cig w matematyce jest i moze by¢ zrédlem antynomii. Dlatego wtlasnie
zaprezentowal program formalizmu, ktéry w istocie miat na celu dowdd nie-
sprzeczno$ci matematyki klasycznej, swobodnie postugujacej sie zbiorami
nieskonczonymi>6.

Wypada w tym miejscu wskaza¢ na nowe jakoéciowo podejscie D. Hil-
berta do problemu antynomii. Logicysci i intuicjoniéci proponowali wobec
pojawiajacych sie antynomii rozwigzania dorazne. W istocie takie, ktérych
zadaniem byto wyeliminowanie antynomii znanych. Nie bylo jednak zadnej
gwarancji, ze zastosowane S$rodki chronia matematyke przed pojawieniem
sie innych antynomii, dotychczas nieznanych. D. Hilbert poszedt krok dalej.
Dowdd niesprzecznosci matematyki klasycznej mial raz na zawsze rozstrzy-
gnadé, ze zadne nowe antynomie w matematyce sie nie pojawia. Proponowal
zatem D. Hilbert nie dorazne, ale systemowe rozstrzygniecie problemu an-
tynomii.

Wedtug strategii formalizmu dla rozwigzania problemu niesprzeczno$ci
matematyki konieczne bylo najpierw wykonanie dwu krokéw. Pierwszym
byta aksjomatyzacja wszystkich zastanych teorii matematycznych. Zas dru-
gim formalizacja tych teorii. Chodzilo o zbudowanie symbolicznego jezyka

o sama tylko logike. Dlatego tez préby Fregego i Dedekinda nie doprowadzity do niczego.”,
D. Hilbert, dz. cyt., s. 297.

Za konkretne obiekty, dane w intuicji i stanowiace punkt wyjscia matematyki, uwazat
D.Hilbert liczby naturalne rozumiane jako liczebniki bedace pewnymi uktadami znakdw:
1, 11, 111, 1111, ... [por. D. Hilbert, dz. cyt., s. 297-298]. Mozna wiec twierdzié, ze
w przekonaniu D. Hilberta dyscypling podstawowa matematyki byla arytmetyka liczb
naturalnych.

34D. Hilbert pisal o teorii mnogosci G. Cantora: ,,My$le, ze jest ona najbardziej godnym
podziwu wytworem ducha matematycznego i w ogdle jednym z najwiekszych osiagnieé
intelektu ludzkiego.”, D. Hilbert, dz. cyt., s. 293.

35Por. T. Batég, dz. cyt., s. 183.

36Por. ibid., s. 183-184.
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teorii matematycznych, w ktérym zdania budowane sa wedlug precyzyjnych
regul skladniowych. Kazde zdanie matematyki (zatem i kazdy aksjomat)
mial sta¢ sie formula, czyli skonczonym ciagiem symboli sztucznego jezyka.
Wszystkie dowody mialy by¢ skonczonym ciggiem formutl. Reguly dowo-
dowe winny zosta¢ doktadnie sformutowane w metajezyku. W takim ujeciu
zbiér twierdzen danej teorii to nic innego, jak zbiér formul, dla ktérych
istnieja dowody?”.

W wyniku formalizacji teorie matematyczne, zawierajace aksjomaty, do-
wody i twierdzenia — tak jak pojedyncze symbole jezykowe — staja sie
konkretnymi i widzialnymi przedmiotami. Mozliwe jest zatem ich badanie
w sposéb finistyczny. Zadany dow6d niesprzecznoéci matematyki polegaé
powinien na pokazaniu, iz nie mozna zbudowa¢ dwu takich dowodéw, z kto-
rych jeden konczylby sie formula p, drugi natomiast formula ~ p. Badania
tego rodzaju nie nalezaly juz do poziomu przedmiotowego matematyki, lecz
do metapoziomu. W istocie zatem udowodnienie niesprzeczno$ci matema-
tyki i proba realizacji programu D.Hilberta prowadzity do stworzenia meta-
matematyki, ktéra sam autor nazywal niejednokrotnie teoria dowodu?®.

Sam dowdd niesprzecznoéci matematyki wyobrazal sobie D.Hilbert sto-
sunkowo prosto. Odrzucal on wprawdzie podstawowa teze logicyzmu o spro-
wadzalnosci matematyki do teorii mmnogosci, ale twierdzil rownoczesnie,
ze punktem wyjsécia calej matematyki jest arytmetyka liczb naturalnych.
Na niej dalo sie wedlug niego nabudowaé cala matematyke dziewietnasto-
wieczng. Dla okazania niesprzecznoéci matematyki wystarczylo zatem wy-
kazanie niesprzecznosci arytmetyki liczb naturalnych.

Dowdd niesprzecznoéci tejze teorii mial zdaniem D. Hilberta wygla-
dac¢ nastepujaco: jesliby w arytmetyce liczb naturalnych wystapita dowolna
sprzeczno$¢ p i ~ p, to z tej sprzecznosci mozna by wywiesé¢ kazde zda-
nie. Rowniez falszywe zdanie 1 # 1. Gdyby zatem udalo si¢ udowodnic,
ze w arytmetyce nie mozna dowie$¢ zdania 1 # 1, to wynikaloby stad, ze
w arytmetyce liczb naturalnych nie moze wystapié¢ zadna sprzecznosé. Za-
tem dowdd niesprzeczno$ci arytmetyki liczb naturalnych, a zatem i calej
matematyki klasycznej, sprowadzalby sie do dowodu, ze w tej teorii nie
mozna dowiesé formuty 1 # 1.

W celu pokazania, ze taki dowdd powinien byé¢ stosunkowo nieskom-
plikowany, D. Hilbert powolywat si¢ na przyktady przeprowadzonych juz
w matematyce klasycznej dowodéw o niemozliwosci dowiedzenia pewnych

37Por. ibid., s. 184.
38Por. ibid., s. 184.
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tez. Chociazby na dowdd twierdzenia, ze niemozliwe jest dowiedzenie, iz
V2 da sie wyrazié przy pomocy ilorazu dwu liczb catkowitych. Zatem i udo-
wodnienie podobnie skonstruowanej tezy, ktéra implikowalaby w efekcie nie-
sprzeczno$¢ arytmetyki, nie powinno byto zdaniem D. Hilberta przedstawiac
szczegdlnych trudnoéci®®.

Jak jednak powszechnie wiadomo, optymizm D. Hilberta byt przedwcze-
sny i nieuzasadniony. W roku 1931 K. Godel udowodnil dwa twierdzenia
metamatematyczne, z ktérych drugie moéowito o tym, ze jesli jakas teoria
aksjomatyczna zawiera arytmetyke liczb naturalnych, to przy pomocy srod-
kéw mieszezacych sie w tej teorii nie mozna wykazaé jej niesprzeczno$ci.
Poniewaz dla D. Hilberta arytmetyka liczb naturalnych byla podstawowa
teoria matematyki, do ktérej wszystkie inne byly sprowadzalne, to drugie
twierdzenie K. Gédla oznaczalo w praktyce dla niego, ze nie mozna przepro-
wadzi¢ dowodu niesprzecznosci matematyki przy pomocy metod finistycz-
nych. Natomiast uczen D. Hilberta G. Gentzen pokazal, iz przy pomocy
metod infinistycznych, to znaczy przy przyjeciu indukcji pozaskonczonej,
mozna wykazaé¢ niesprzeczno$¢ arytmetyki liczb naturalnych. Wiazalo sie
to jednak z zastosowaniem $rodkéw dowodowych o wiele mocniejszych od
tych, ktére akceptowal tworca formalizmu.

Widaé zatem, ze w ramach metamatematyki, zbudowanej przez formali-
stéw wlasnie w tym celu, by uzasadnié¢ niesprzecznosé matematyki, czyli wy-
eliminowaé systemowo grozbe wystapienia nieznanych antynomii, uzyskano
wyniki zaskakujace, w duzej mierze przeciwne do tych, ktérych spodziewal
sie D. Hilbert*°.

39 Problem niesprzecznosci moze byé jednak w dzisiejszej sytuacji (bei der gegenwrti-
gen Sachlage) latwo rozwazony (der Behandlung zugnglich). Redukuje si¢ on oczywiscie
do pokazania, ze z naszych aksjomatéw i za pomoca regul, ktére ustaliliSmy, nie mozna
otrzymaé ,1 # 1” jako formuly konicowej dowodu, czyli ze ,1 # 1” nie jest dowodliwe.
A to jest zadanie nalezace do dziedziny tych, ktére mozna rozwazaé w sposéb intuicyjny,
tak jak np. w intuicyjnej teorii liczb zadanie udowodnienia niewymiernoéci /2, tzn. po-
kazania, ze nie mozna znalezé dwu liczb a, b takich, ze a? = 2b%, czyli wykazanie, ze nie
mozna podaé¢ dwéch symboli liczbowych o pewnej danej wiasnosci. Ale dowédd sformali-
zowany jest, podobnie jak symbol liczbowy, pewnym konkretnym i dajacym sie ogarnaé
wzrokiem przedmiotem. Od poczatku do konica jest on komunikowalny (mitteilbar). Takze
zadana wlasnosé formulty koricowej, mianowicie to, ze brzmi ona 1 # 1, jest pewna kon-
kretna, dajacy sie stwierdzi¢ wlasnoscig dowodu. Skoro istotnie mozemy udowodnié, ze nie
da sie otrzymaé¢ dowodu, ktéry mialby te formule jako konicowa, wiec uzyskujemy w ten
sposéb usprawiedliwienie wprowadzenia naszych wypowiedzi idealnych”., D. Hilbert, dz.
cyt., s. 304-305.

40Warto przypomnieé, ze drugim celem, dla ktérego powotano program formalizmu
i zbudowano metamatematyke, byto wykazanie zupelnosci matematyki. Pierwsze twier-
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Przeprowadzone badania wykazaly, ze antynomie teoriomnogosciowe,
ktore odkryto na przetomie dziewietnastego i dwudziestego wieku, wywolaly
istotny kryzys w podstawach matematyki i wéréd uprawiajacych filozofie
matematyki. Kryzys 6w zaowocowal burzliwa dyskusja i wyodrebnieniem
sie trzech kierunkéw badania podstaw matematyki. Powstaly one przede
wszystkim po to, by proponowa¢ srodki majace zaradzi¢ zaistnialej sytuacji.
Logicysci i intuicjoniéci dawali do dyspozycji metody dorazne, ktére miaty
wyeliminowaé znane antynomie teoriomnogosciowe. W wypadku intuicjoni-
stéw wiazalo sie to z siegnieciem do zasadniczych twierdzen filozofii mate-
matyki I. Kanta i rownocze$nie ze znacznym zubozeniem matematyki kla-
sycznej. Formalidci chcieli zaproponowaé rozwiazanie systemowe problemu
i wykazaé¢, ze matematyka klasyczna jest niesprzeczna. W tym wtasnie celu
sformutowali oni program formalizmu i zaczeli konstrukcje metamatematyki.
Uzyskane wyniki okazaly sie jednak w duzej mierze sprzeczne z oczekiwa-
niami. Udowodnione twierdzenie o niemozliwo$ci wykazania niesprzeczno$ci
teorii aksjomatycznych, zawierajacych arytmetyke liczb naturalnych, przy
pomocy $rodkéw tychze teorii (wraz z twierdzeniem o niezupelnosci tych
systemoéw, przy zalozeniu ich niesprzecznosci), wywolalo rewolucje nie tyle
na poziomie matematyki, co na poziomie metaprzedmiotowym: metamate-
matyki i filozofii matematyki oraz, szerzej, calej epistemologii.

Przeprowadzone badania wykazaly réwnoczesnie wewnetrzng logike ca-
lego ciggu dokonan w matematyce, jej filozofii oraz metamatematyce, po-
czawszy od zdefiniowania granicy przez B. Bolzano i A. Cauchego na po-
czatku dziewietnastego wieku, az po prezentacje dowoddéw stynnych twier-
dzen K. Godla w latach trzydziestych dwudziestego wieku. Osia, wokol kto-
rej mozna uszeregowaé owe dokonania, sa wlasnie antynomie teoriomnogo-
Sciowe odkryte na przetomie dziewietnastego i dwudziestego wieku.

dzenie K. Godla méwi jednak o tym, ze przy pomocy srodkéw arytmetycznych nie mozna
dowies¢ zupelnodci niesprzecznej arytmetyki.



