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O MATEMATYCE I FILOZOFII MATEMATYKI

W ostatnich latach obserwujemy ozywienie dyskusji dotyczacej filozofii
matematyki. Pojawia sie coraz wiecej artykuléw na ten temat, ukazuja sie
takze coraz liczniejsze ksiazki, jakby chociazby Science Without Numbers
Hartry’ego Fielda, Constructability and Mathematical FExistence Charlesa
Chihary, Realism in Mathematics Penelope Maddy, Mathematics Without
Numbers Geoffrey’a Hellmana i szereg innych. Po okresie pewnej stagnacji
nastepuje, jak sie wydaje, ,siedem thlustych lat” filozofii matematyki.

Warto dlatego zatrzymacé si¢ przy problemie, jaki jest charakter zwiaz-
kéw pomiedzy filozofia matematyki a sama matematyka, jakiego typu
zwiazki czy inspiracje tu wystepuja i jakie sa perspektywy rozwoju filozofii
matematyki.

Zaczniemy od kilku uwag historycznych. Poczatki matematyki wspolcze-
snej wiaze si¢ najczesciej z nazwiskiem tworcy teorii mnogosci Georga Can-
tora. Dla Cantora tworzona przez niego teoria mnogosci (w szczegdlnosci
teoria nieskonczonoéci) miala charakter filozoficzny. Badanie zbioréw nie-
skonczonych bylo dla Cantora badaniem realnie istniejacej rzeczywistosci;
jego rozroznienia réznych pozioméw nieskonczonosci, inspirowane rozwaza-
niami natury religijnej i metafizycznej (patrz np. [Murawski 1984]) mialy
zasadnicze znaczenie dla tworzonej przez niego teorii mnogosci. Dla Cantora
kwestie matematyczne i filozoficzne byty ze soba $cidle zwiazane.

Na przetomie wiekéw dyskusje filozoficzne nie byly wsréd matematykow
rzadko$cia. Przyjmijmy, ze trwaly jeszcze wowczas spory dotyczace pojecia
dowodu matematycznego — niektérzy matematyce (jak np. Kronecker) od-
rzucali niekonstruktywne dowody istnienia jako niedopuszczalne (stynna jest
wypowiedz jednego z matematykow niemieckich na temat pewnego niekon-
struktywnego dowodu Hilberta: To nie jest matematyka! To jest teologia).

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.
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Takze pewnik wyboru — wtladnie ze wzgledu na swdj niekonstruktywny,
czysto egzystencjalny charakter — byl kwestionowany, zanim ostatecznie
okazal sie by¢ na tyle waznym narzedziem, ze dzisiaj matematycy postu-
guja sie nim bez ograniczen.

Takze nurt intuicjonistyczny (zainicjowany przez Brouwera na poczatku
naszego stulecia) inspirowany byl filozoficznymi tezami dotyczacymi istnie-
nia i natury obiektéw matematycznych. Dla konceptualistow obiekt mate-
matyczny nie istnieje dopéty, dopdki nie zostanie skonstruowany. Z onto-
logicznej tezy konceptualizmu wynika szereg ograniczen metodologicznych,
dotyczacych dopuszczalnych metod dowodowych. W szczegélnosci, jak pa-
mietamy, intuicjonisci nie dopuszczali niekonstruktywnych dowodow istnie-
nia, opartych na zasadzie wytacznego srodka. Wybdr pewnej opcji filozoficz-
nej inspirowat ich do tworzenia ,innej” matematyki, jaka jest matematyka
intuicjonistyczna.

Przypomnijmy tu takze krétko poglady filozoficzne Kurta Goédla, naj-
wybitniejszego logika XX wieku. Godel byl realista, przekonanym o obiek-
tywnym istnieniu przedmiotu badan matematyki — mialy by¢ nim pewne
abstrakcyjne, niezalezne od naszej dziatalnosci poznawczej obiekty. Mate-
matyk, wedltug Godla, opisuje pewng zastang rzeczywistos¢ matematyczna,
nie tworzac jej. Realistyczne poglady Godla stanowily inspiracje dla jego
twérczodéci matematycznej. Sam méwit o sobie, ze oparcie sie na realistycznej
koncepcji matematyki pozwolilo mu na swobodne korzystanie z niekonstruk-
tywnych metod (w szczegblnosci chodzi o definicje niepredykatywne), igno-
rujac zastrzezenia wysuwane przez konstruktywistéw (por. [Wang 1974, 9]).
Pomiedzy filozoficznymi pogladami Godla a jego tworczoscia matematyczna
istnial zatem zwiazek merytoryczny.

Przyklady te wskazuja na to, ze na pewnym etapie rozwoju matema-
tyki analizy filozoficzne odegraly w niej istotna role. Mozna zastanawiac
sig, na ile kontrowersje te mialy charakter stricte filozoficzny, dotyczacy
np. istnienia obiektéw matematycznych, intuicji matematycznej etc., a na
ile charakter sporéw metodologicznych, dotyczacych stworzenia pewnych,
ogdélnie akceptowanych ram dla dziatalnosci matematycznej'. Niemniej jed-
nak z cala pewnoscia ,.komponenta filozoficzna” nie byla tu zerowa i peinita
role nie tylko heurystyczna.

1Na przyklad o powszechnym zaakceptowaniu pewnika wyboru zadecydowala jego
uzytecznosé, jako silnego narzedzia dowodzenia twierdzen, nie filozoficzne analizy doty-
czace istnienia selektora. Na uzytecznos¢ pewnika wyboru jako argument za jego zaak-
ceptowaniem wskazywal juz Zermelo na poczatku stulecia.
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Relacja miedzy matematyka a filozofia jest dzi§ inna. Matematycy w za-
sadzie nie interesujg sie filozofia matematyki. Dla przecigtnego matematyka
rozwazania filozoficzne dotyczace statusu ontologicznego przedmiotéw ma-
tematycznych czy przyczyn, dla ktérych matematyke mozna stosowaé do
opisu rzeczywistodci nie sa istotne ani interesujace. Na pewno nie maja
one znaczenia dla jego pracy — badajac proces stochastyczny czy réwna-
nie rézniczkowe, matematyk nie zastanawia sie, czy wlasnie ten proces sto-
chastyczny stworzyl, czy tez istnieje on niezaleznie od jego badan. Wérod
matematykéw panuje powszechna zgoda co do tego, czym jest poprawny
dowdéd matematyczny, z jakich zalozen wolno korzystaé, etc. Specjalista
w zakresie matematyki stosowanej nie zastanawia si¢ nad tym, jak to sig
dzieje, ze tworzone przez niego modele nadaja si¢ do opisu rozwoju szczepu
bakterii czy zachowania inwestoréow gietdowych — on tworzy modele i za-
dowala sie faktem, Ze sg one uzyteczne. Pytanie ,jak”, jest dla niego zde-
cydowanie wazniejsze, niz pytanie ,dlaczego”?. ,W pracy” matematyk nie
zaprzata sobie glowy roztrzasaniem probleméw filozoficznych. Co wiecej, na
og6l nie czyni tego takze w wolnym czasie. Matematycy rzadko zabieraja
glo§ w dyskusjach filozoficznych, traktujac je zazwyczaj jako niepowazne,
niekonkluzywne i jatowe®. Ci (nieliczni) matematycy, ktérzy interesuja sie
pytaniami filozoficznymi, sami przyznaja, ze wigkszos¢ matematykéw nie-
chetna jest dyskusjom filozoficznym. Sa oni na ogdl ,platonikami w dni
robocze, a formalistami w niedziele¢” — w czasie pracy zachowuja si¢ tak,
jakby badali istniejace obiekty, natomiast ,przycisnieci do muru” chetnie
deklaruja sie jako formaliéci, aby unika¢ metnych, ich zdaniem, dyskusji
filozoficznych. Jean Diedonne — sam bedac matematykiem — pisze o ma-
tematykach, iz ,[...] w zasadzie wierzymy w rzeczywistos¢ matematyki, ale
rzecz jasna, ze kiedy filozofowie atakuja nas swoimi paradoksami, to po-
spiesznie zastaniamy si¢ formalizmem i méwimy ‘matematyka jest tylko

2Shapiro w jednej ze swoich prac wspomina sytuacje, kiedy student zapytal prowa-
dzacego wyklad o przyczyne pewnego zjawiska fizycznego. W odpowiedzi prowadzacy
wypisal catke, ktéra dla pewnej wartosci parametru sie zeruje. Dla fizyka wyjasnienie to
w zupelnosci wystarcza (dzigki temu moze twérczo pracowaé w dziedzinie fizyki!) filo-
zof natomiast chcialby wiedzieé, jak to mozliwe, ze zerowanie si¢ jakiejs caltki wyjasnia
zjawisko obserwowane w otaczajacym nas $wiecie fizycznym.

3Davis i Hersh w swej ksiazce [1994] przytaczaja zartobliwe dialogi prowadzone miedzy
Idealnym Matematykiem a réznymi rozméwcami. Idealny Matematyk stwierdza w pew-
nym momencie, ze filozofia go nudzi, gdyz sa to ,rozwazania i rozwazania, ktére do niczego
nie prowadza. Moje zadanie polega na dowodzeniu twierdzenia, a nie na martwieniu sie,
co one znaczg’. Autorzy stworzyli ten dialog na podstawie wlasnego doswiadczenia —
sami sg matematykami i te poglady uznaja za typowe dla swoich kolegéw po fachu.
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kombinacja symboli pozbawionych znaczenia’. [...] W koncu zostawiaja nas
w spokoju, a wowczas wracamy do naszej matematyki, i robimy to, co robi-
liSmy zawsze, z poczuciem, ktére ma kazdy matematyk, ze pracujemy nad
czym$ rzeczywistym” (cyt. za [Davis, Hersh 1994, 281]). Podobnie Yannis
Moschovakis, wybitny specjalista w zakresie deskryptywnej teorii mnogosci
twierdzi, ze olbrzymia wiekszo$¢ matematykéw zywi przekonanie, ze bada
wbrawdziwe obiekty”, ktére maja pewne wewnetrzne wlasnosci niezalezne
od tego, czy kto$ o nich w danej chwili my$li czy nie. Moschovakis pisze
jednak, iz: ,[...] préby uczynienia z tego typu przekonan spdjnego systemu
filozoficznego prowadza do dyskusji na temat ‘istnienia obiektow abstrak-
cyjnych’, ktérym matematycy sa niechetni. Stanowisku formalistycznemu
mozna nadaé elegancka, sp6jna postaé, wolna od tych trudnodci, co jest
glownym powodem, dla ktérego wielu matematykéw twierdzi, ze sa forma-
listami (kiedy sie ich ‘przycisnie’), podczas gdy w czasie pracy zachowuja
sie jak niczym nie zaniepokojeni reali$ci” ([Moschovakis 1980, 605-606]).
Na pytanie o fenomen stosowalnos$ci matematyk odpowiada standardowo,
ze matematyka dostarcza pewnych modeli, ktére daja sie stosowaé, bo taka
jest rzeczywistosc.

Typowy matematyk, jesli juz zabiera glos w dyskusjach filozoficznych,
to jego wypowiedzi maja raczej charakter refleksji natury estetycznej, doty-
czacych piekna teorii matematycznych, glebi wynikéw, tajemniczej natury
zwiazkow pomiedzy poszczegdlnymi dzialami matematyki oraz matematyka
a rzeczywistodcia. Typowym przyktadem moze tu byé¢ sltynna wypowiedz
Wignera: Stosowalnos$é jezyka matematyki do formulowania praw fizyki jest
cudownym darem, ktdorego mie rozumiemy, ani na ktory nie zastugujemy
([Wigner 1960]), ktéra wprawdzie brzmi efektowanie, ale nic nie wyjasnia
(ani nawet nie prébuje wyjasnic!).

Glos w dyskusjach filozoficznych zabieraja zatem w zasadzie wyltacznie
filozofowie. Zdani sa (niestety!) na wlasne sily. Oczywiscie, ,zawodowy fi-
lozof” znacznie lepiej niz matematyk zna tradycje filozoficzna, stanowiska
i argumenty, jakie sa formulowane. Lepiej niz matematyk widzi, ktére ze
stawianych probleméw sa przeformutowaniami tradycyjnych problemoéw fi-
lozoficznych, a ktore maja wlasna specyfike i nie redukuja sie do klasycznych
zagadnien. Matematyk na ogol stabo zna historig i literature filozoficzna. Tu
jednak konczy sie przewaga filozofa. Czesto dzieje sie bowiem tak, ze filo-
zof matematyki (czy ogdlniej: filozof nauki) niedostatecznie zna przedmiot
swoich analiz.
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Pojawia si¢ tu problem, na ile szczegétowa znajomos$é wynikow technicz-
nych jest istotna dla filozofa i czy w ogdle jest istotna. Mozna tu wyréznié
dwa zasadnicze stanowiska i dwie zasadnicze linie argumentacji:

1. Taka wiedza nie jest niezbedna. Pytania dotyczace filozofii matema-
tyki sa po prostu uszczegélowieniami (czy inaczej — szczegblnymi przy-
padkami) tradycyjnych pytan filozoficznych. Np. pytanie o nature i sta-
tus ontologiczny obiektow matematycznych jest szczegdlnym przypadkiem
pytania o istnienie obiektéw abstrakcyjnych. Pytanie o to, w jaki sposéb
matematyka stosuje sie do opisu rzeczywistosci, jest szczegblnym przypad-
kiem pytania o to, w jaki sposéb tworzone przez nas schematy pojeciowe
moga stosowaé si¢ do opisu rzeczywistosci. Takze inne pytania filozoficzne,
dotyczace matematyki, zwolennik tego stanowiska uzna za przeformulowa-
nia ogdlniejszych, tradycyjnych probleméw. Szczegdtowa wiedza dotyczaca
twierdzen matematycznych nie jest, wedtug niego, niezbedna, aby taka dys-
kusje prowadzié: istotna jest znajomos¢ tradycji filozoficznej.

2. W my$l drugiego stanowiska, taka wiedza jest niezbedna. Jest prawda,
ze pytania filozoficzne dotyczace matematyki sa w taki czy inny sposéb za-
korzenione w tradycji i nia inspirowane, ale maja wlasna specyfike. Dlatego
znajomo$¢ — niekiedy nawet szczegéltowa — wynikéw technicznych ma za-
sadnicze znaczenie dla filozofa matematyki. W przeciwnym razie pojawia
sie niebezpieczenstwo blednych interpretacji czy nawet naduzy¢.

Zdecydowanie blizsze jest nam drugie stanowisko. Nie bedziemy go tu
szczegolowo uzasadnia¢, podamy jedynie w luznej formie kilka przyktaddw
na poparcie tej tezy.

I. Podstawowa (najbardziej ogdlna) teoria matematyczna jest teoria
mnogosci. Formalizuje ona nasze preteoretyczne pojecie zbioru i nasze in-
tuicje dotyczace relacji nalezenia. Jednym z problemoéw filozoficznych zwia-
zanych z teoria mnogosci jest problem uzasadniania aksjomatéw, poszuki-
wania dla nich wiarygodnych racji. Nie bedziemy tu wchodzi¢ szczegdtowo
w te zagadnienia; wystarczy przypomnieé problem niezaleznosci licznych
zdan dotyczacych duzych liczb kardynalnych, hipotezy continuum, aksjo-
matu determinacji etc. Takze np. analiza problemu relatywnosci pojec¢ teo-
riomnogo$ciowych (na ktéry zwracal uwage Skolem w latach 20-tych) wy-
maga podstawowej wiedzy na temat modeli dla teorii mnogosci.

IT. Przypomnijmy dyskusje pomiedzy zwolennikami ,tezy o logice pierw-
szych rzedéw” a jej przeciwnikami. Zwolennicy (w tym Quine, Gédel, Sko-
lem) twierdza, ze teorie matematyczne winny by¢ formulowane w jezyku pre-
dykatow pierwszego rzedu. Przeciwnicy twierdza, ze nalezy dopuscié¢ takze
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silniejsze logiki, w tym takze logike drugiego rzedu. Obie strony postuguja
sie w tym sporze argumentami odwolujacymi sie do metamatematycznych
wlasnosci systeméw formalnych jak réwniez do praktyki matematycznej. Dla
zrozumienia tego problemu i argumentéw konieczna jest znajomosé logiki
i metamatematyki na przynajmniej elementarnym poziomie?.

III. ,Inwazja” metod stochastycznych do zastosowania matematyki® po-
woduje, ze stawiane jest na nowo pytanie o nature losowoéci, o relacje po-
miedzy procesami losowymi a deterministycznymi, o determinizm i indeter-
minizm. Pojawia si¢ problem rozumienia czasu i roli jaka odgrywa w opisy-
wanych przez matematyke procesach fizycznych. Widoczne jest to takze na
przykladzie tak ostatnio modnej i glosnej teorii chaosu. Aby zrozumieé te
zaleznoéci konieczna jest znajomosé wynikéw technicznych, w przeciwnym
razie badaczowi grozi powtarzanie sloganéw za piszacymi sensacyjne teksty
dziennikarzami.

IV. Badania w zakresie sztucznej inteligencji takze prowokuja do sta-
wiania na nowo tez filozoficznych dotyczacych natury umystu, czy klasycz-
nego problemu mind-body. Stosunkowo nowym zagadnieniem, wymagaja-
cym analizy jest status dowodéw komputerowych (czy, méwiac $cisle: wspo-
maganych komputerowo). Takze tutaj wazna jest znajomosé wynikéw tech-
nicznych, zwlaszcza tych dotyczacych metamatematycznych ograniczen au-
tomatow, jakimi sa komputery. Refleksja filozoficzna, oparta na znajomosci
teorii obliczen i teorii funkcji rekurencyjnych (a takze innych dzialéw logiki
matematycznej, jak np. teorii modeli skonczonych czy logik niestandardo-
wych) pozwala na bardziej spokojne i rzeczowe podejscie do sensacyjnych
doniesien na temat mozliwoéci skostruowania mysélacego robota.

V. Jednym z tradycyjnych pytan filozoficznych jest pytanie o nature nie-
skonczonosci. W matematyce nieskonczonosé¢ wystepuje na porzadku dzien-
nym. Finistyta, ktory jednoczesnie chce by¢ realista, musi uczciwie zdaé
sprawe z tego faktu. Aby to uczynié, konieczna jest znajomo$é tego, w jaki
sposéb metody infinistyczne ,ingeruja” w opis naszego skonczonego $wiata
i jaka jest natura tej ingerencji. W szczegdlnosci musi on dobrze wiedzied,
w jakich dzialach matematyki (i dla udowodnienia jakich twierdzen) odwo-
huje sie¢ do metod infinitystycznych; na ile metody te sg eliminowalne, etc.

4Czytelnika zainteresowanego ta dyskusja odsytam do monografii [Shapiro 1991].

5Prof. Andrzej Lasota w referacie na krakowskim sympozjum w roku 1995 wyrazit
opinie, ze teoria prawdopodobienstwa staje si¢ jedna z gléwnych galezi przyrodoznaw-
stwa, za$ reszta matematyki stanowi dla niej nauke pomocnicza. Czytelnika odsytam do
tomu [Heller, Urbaniec 1996].
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Nie jest to bynajmniej problem sztuczny — aby sie dowiedzie¢, ktore nie-
dowodliwe w arytmetyce Peano (a wiec w teorii finitystycznej) zdania sa
prawdziwe w standardowym modelu dla liczb naturalnych (czyli w ,,praw-
dziwych liczbach naturalnych”: 1,2,3,...) musimy odwolywaé sie do infi-
nitystycznych technik teoriomnogosciowych. To samo dotyczy szeregu kwe-
stii kombinatorycznych, dotyczacych skoniczonych obiektow takich jak grafy,
drzewa, etc.5.

VI. Dyzurnym tematem wsréd filozoféw matematyki jest twierdzenie
Godla. Wstyd przyznaé, ale niekiedy (na szczeScie rzadko) pojawiaja sie
wypowiedzi, z ktérych wynika, ze ich autor nie do konca zna sformutowanie
tego twierdzenia, a dowodu nigdy nie widzial na oczy. Zwazywszy, w jak
sensacyjnej ,otoczce” (Twierdzenie Godla a Tajemnica Bytu, Twierdzenie
Godla a Niepoznawalnos$é Ostatecznej Przyczyny, etc.) bywa prezentowane
to zagadnienie, skrupulatno$é¢ i doktadna znajomosé kwestii technicznych
jest tu niezbedna.

VII. Wiadomo, ze program Hilberta w oryginalnym sformutowaniu nie
moze by¢ przeprowadzony ze wzgledu na metamatematyczne wtasnosci sys-
temow formalnych. Mozna jednak zastanawiaé si¢ nad mozliwosciami jego
realizacji w ograniczonym zakresie (por. referat prof. Romana Murawskiego
na krakowskiej konferencji w 1996). Mozemy wyréznié tu jakby dwa kierunki
badan:

— jak silne metody sa potrzebne dla dowodzenia niesprzecznosci;

— jakie fragmenty matematyki infinitystycznej moga by¢ ugruntowane
na bazie metod finitystycznych.

Waznym nurtem badan w tym zakresie jest tzw. matematyka od-
wrotna, w ramach ktérej badane jest, jak silne aksjomaty istnienia zbio-
réw sa potrzebne dla dowodzenia klasycznych twierdzen matematycz-
nych. Okazuje sie bowiem, ze wérdd twierdzen (takich jak np. twier-
dzenie Bolzano—Weierstrassa, Arzeli-Ascoliego, Baire’a, Hahna—-Banacha,
Banacha—Steinhausa, Cauchy’ego i innych klasycznych twierdzen) mozna
wprowadzi¢ pewien porzadek w zaleznoéci od tego, jak silny system aksjo-
matyczny potrzebny jest, aby to twierdzenie udowodnié¢. Sila tego systemu
mierzona jest tym, dla jak bogatej rodziny formul zakladamy aksjomat wy-

rézniany, czyli istnienia odpowiednio definiowalnych zbioréw”.

6Czytelnika zainteresowanego tymi zagadnieniami odsytamy np. do [Wéjtowicz 1996].
7Czytelnika zainteresowanego problematyks matematyki odwrotnej i jej roli w pro-
gramie Hilberrta odsylamy np. do [Murawski 1993].
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VIII. Waznym argumentem na rzecz stanowiska realistycznego jest ar-
gument z niezbednosci Quine’a. Nie wnikajac w szczegdly, argument ten
opiera si¢ na tezie, ze teorie naukowe stanowia pewna calosé (niejako takim
Skwantem” sensu empirycznego jest teoria, a nie poszczegélne zdania tej
teorii) i musimy konsekwentnie przyjaé calosciowa ontologie. Quine twier-
dzi, ze zobowiazania ontologiczne zaciagamy poprzez zdania egzystencjalne
(tj. z kwantyfikatorem egzystencjalnym).

Jesli zatem w naszych teoriach fizycznych opieramy sie na pewnym in-
strumentarium matematycznym (np. jakim$ fragmencie analizy rzeczywi-
stej, teorii liczb, teorii mnogosci etc.), to filozoficznie istotne jest ustale-
nie, jakiego typu zobowigzania ontologiczne ,w $wiecie obiektéw matema-
tycznych” zacigga ta teoria. Tego typu analizy mozna prowadzi¢ w oparciu
o matematyke odwrotna, o ktérej byta juz mowa. W ramach matematyki od-
wrotnej badamy, jak silne aksjomaty istnienia zbioréw potrzebne sg do udo-
wodnienia danego twierdzenia, czyli dla ,przygotowania”’ instrumentarium
dla teorii fizycznej. Jesli zatem ustalimy, ze w ramach danej teorii fizycz-
nej postugujemy sie instrumentarium matematycznym (pojeciami i twier-
dzeniami), dla sformulowania i udowodnienia ktérych potrzebne sa takie
czy inne aksjomaty istnienia zbioréw, to mozemy bardziej precyzyjnie prze-
analizowaé¢ problem zobowiazan ontologicznych tej teorii, stopnia abstrakcji
stosowanych w niej pojeé matematycznych, etc.®.

Przyktady te wskazuja na to, ze analizy filozoficzne dotyczace matema-
tyki bez znajomosci matematyki moga by¢ prowadzone co najwyzej na bar-
dzo ogblnym poziomie, bez mozliwosci podjecia kwestii szczegbétowych. Beda
to z konieczno$ci rozwazania pomijajace specyficzne dla matematyki wspol-
czesnej problemy i trudnosci filozoficzne. Rzetelna analiza wymaga z cala
pewnoscia pewnego minimum wiedzy matematycznej. W przeciwnym razie
pojawia sie¢ niebezpieczenstwo ,elementaryzmu”, polegajacego na tym, ze
filozof odwoluje sie jedynie do elementarnych poje¢ i wynikéw analizowane;j
przez siebie nauki. Badajac np. problem zastosowan bedzie odwotywal sie
jedynie do technik matematycznych na poziomie tabliczki mnozenia, igno-
rujac (z braku wiedzy) problemy trudniejsze i bardziej subtelne®. Badajac
problem uzasadnien dla aksjomatéw teorii mnogosci ograniczy sie do naj-

8Czytelnika zainteresowanego argumentem z niezbednosci Quine’a i zastosowaniem
matematyki odwrotnej do tego typu analiz odsylam do [Wéjtowicz 1995].

9By¢ moze filozoficznie nie ma istotnej réznicy pomiedzy zastosowaniem tabliczki mno-
zenia do obliczen w sklepie a zastosowaniem analizy funkcjonalnej w mechanice kwan-
towej. Te (wielce watpliwa) teze jednak mozna byloby uzasadni¢ dopiero po rzetelnej
analizie, ktérej ,elementarysta” przeprowadzié¢ nie jest w stanie.
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prostszych zdan teoriomnogos$ciowych, ignorujac kwestie zwiazane np. z ak-
sjomatem determinacji, aksjomatem konstruowalnosci, aksjomatami duzych
liczb kardynalnych.

Pojawia sie problem, jak szeroki musi by¢ zakres wiedzy, ktéra powinien
opanowac filozof matematyki zanim zabierze si¢ do swej pracy. Problem nie
jest banalny, chociazby z racji daleko postepujacej specjalizacji, (jak to ujal
kiedys ks. Michal Heller: ,,Specjalista od skal magmowych czuje si¢ osa-
motniony wéréd specjalistéw od skal osadowych”). Nie mozna oczywiscie
poznaé ,calej matematyki” — ostatnim czlowiekiem, ktéry podobno orien-
towal sie w najwazniejszych kierunkach badan, byl Hilbert. Von Neumann
pod koniec lat 40-tych ocenial, ze dobry matematyk jest w stanie znac ok.
10% matematyki. Od tego czasu minelo kilkadziesiat lat i dzisiaj, w okresie
wyktadniczego wzrostu ilosci publikacji i wynikéw, nie mozna nawet o tym
marzy¢é. Logik nie ma pojecia o geometrii rézniczkowej, a specjalista od
metod numerycznych wie o teorii mnogoéci tylko tyle, ze pojawia sie tam
pozyteczny lemat Kuratowskiego—Zorna. Jest to zrozumiale i nieuniknione;
kierunek ewolucji jest tu oczywisty'©.

Problem ,matematycznego minimum” ma jednak znacznie glebsze pod-
loze, niz tylko socjologiczne. Dotyczy bowiem tego, ktére z probleméw filo-
zoficznych, jakich dostarcza nam matematyka, sa dla nas szczegdlnie wazne.
Wobec réznorodnosci tych zagadnien, aktualnosci nabiera pytanie, czy jest
ciagle jeszcze mozliwe uprawianie ,jednej catosciowej filozofii matematyki”,
czy i tutaj nie jest nieunikniona specjalizacja. Wydaje sie to by¢ prawdo-
podobne. By¢ moze zatem niedlugo zamiast méwié o filozofii matematyki
bedziemy moéwi¢ o filozofii teorii mnogoéci, filozofii teorii chaosu, filozofii
sztucznej inteligencji, etc. Kazda z tych dziedzin mialaby swoja specyfike,
swoj waski przedmiot badan, i wymagalaby nieco innego przygotowania for-
malnego!!.

Jesli przyjmiemy te robocza klasyfikacje, to mozemy pokusié si¢ o pro-
wizoryczne okreslenie (na kilku przykladach), czym interesowaliby sie spe-

0Davis i Hersh podaja za Ulamem, ze obecnie publikuje sie ok. 200000 (dwiescie
tysiecy!) twierdzen matematycznych rocznie. Klasyfikacja matematyki z roku 1868 obej-
mowala 38 poddziedzin, klasyfikacja z roku 1979 roku obejmuje ok. 3400 poddziedzin
(por. [Davis Hersh 1994]).

1 Nie jest naszym celem mnozenie dystynkcji pojeciowych. Postuzenie sie terminem
Hfilozofia teorii mnogosci” czy ,filozofia teorii prawdopodobienistwa” nie ma sugerowad,
ze oto pojawiaja sie jakie§ zupelnie nowe dyscypliny filozoficzne, maja one charakter
porzadkujacy; wprowadzenie tych okreslen ma na celu zwrécenie uwagi na bogactwo
i r6znorodnosé poruszanych problemoéw.
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cjalisci w tych dziedzinach i jakie instrumentarium formalne byltoby dla nich
uzyteczne.

Filozof teorii mnogosci bedzie interesowal sie sposobami uzasadnia-
nia aksjomatow teorii mnogo$ci, metodologia poszukiwania ,rozsadnych”
wzmocnien teorii mnogoéci, bedzie analizowal argumenty na rzecz np. ak-
sjomatu konstruowalnosci czy ,,wiarygodnosci” hipotezy continuum etc. Cie-
kawy bedzie dla niego problem, na ile matematyczne (teoriomnogosciowe)
pojecie zbioru ,ufundowane” jest w naszym zdroworozsadkowym rozumie-
niu zbioru jako np. ekstensji wlasnoéci. Bedzie dla niego interesujace, jakie
sa relacje pomiedzy ,czysta” teorig mnogosci, a teorig mnogosci z atomami,
(ktérych role moga odgrywaé obiekty fizyczne), a ktéra mozna interpretowaé
np. jako formalng teori¢ powszechnikéw. Wazny bylby dla niego takze pro-
blem, czy relatywno$¢ pojeé teoriomnogosciowych ma jakie§ implikacje dla
tezy realizmu i czy implikacje, ze pojecie zbioru nie jest do kofica sensowne
i doprecyzowane!?.

Dla filozofa sztucznej inteligencji kwestie niezaleznosci zdan dotyczacych
duzych liczb kardynalnych beda mialy zerowe znaczenie. Wazne natomiast
beda dla niego wyniki dotyczace struktury klasy funkcji rekurencyjnych,
obliczalnosci, relacji pomiedzy klasami ztozonosci obliczeniowej a réznego
typu logikami (badane w ramach skoniczonej teorii modeli), wyniki dotyczace
metamatematycznych ograniczen dotyczacych rozstrzygalnosci etc.

Dla filozofa, zajmujacego sie problemem, jaka logika jest najwladciw-
sza dla formalizowania rozumowan matematycznych (i ogélniej: naukowych)
wazna bedzie znajomosé metalogicznych wtasnosci najrozmaitszych logik,
zaréwno logiki pierwszego, jak i drugiego rzedu, ale takze calego spektrum
logik nieklasycznych, takich jak logiki z dodatkowymi kwantyfikatorami, lo-
giki z nieskoniczonymi wyrazeniami, etc., badanych w ramach tzw. ,abstrak-
cyjnej teorii modeli” (por. [Barwise Feferman 1985]). Istotne tu beda kwestie
wzajemnej interpretowalnosci pojeé, ,,wbudowanych” w odpowiednie nieele-
mentarne logiki; sity wyrazeniowej tych logik, kwestie rozstrzygalnosci, za-
gadnienia semantyczne (np. czy zachodzi twierdzenie o zwartosci, twierdze-
nia Skolema-Lowenheima), klasyfikacja logik i ich ,mapa”, tzn. znajomosé
twierdzen klasyfikacyjnych w rodzaju twierdzenia Lindstroma, etc. Nie be-

12Maddy utozsamia (choé nie stwierdza tego explicite) filozofie matematyki z filozo-
fia teorii mnogosci. Jej analizy epistemologiczne i ontologiczne dotycza wytacznie teorii
mnogosci. W artykule dotyczacym perspektyw filozofii matematyki ([Maddy 1991)), za
najwazniejsze zadanie filozofii matematyki uznaje kwestie badania wiarygodnosci i uza-
sadnien dla aksjomatéw teorii mnogosci.
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dzie natomiast istotne, jakie sa np. teoretyczne ograniczenia na szybkos¢
algorytmoéw sortowania.

Dla filozofa zajmujacego sie problemem natury stochastycznego versus
deterministycznego opisu zjawisk fizycznych wazna bedzie znajomosé wyni-
kéw np. teorii proceséw stochastycznych, teorii ergodycznej czy teorii ukla-
déw dynamicznych (teorii chaosu). Interpretacja np. wynikéw dotyczacych
np. aproksymowania proceséw losowych procesami deterministycznymi, czy
istnieniu ,,uniwersalnego” procesu deterministycznego, ktéry w wyniku rzu-
towania na podprzestrzen daje dowolna trajektorie losowa wymaga rze-
telnej wiedzy!'®. Natomiast znajomo$é np. metalogicznych wlasnosci logiki
L(Qo) ** nie bedzie dla niego w ogdle istotna.

Przyktady te sugeruja, ze tak jak w naukach szczegdétowych nastepuje da-
leko idaca specjalizacja, to tego typu specjalizacja nastepowaé bedzie (i fak-
tycznie nastepuje) takze w ramach juz — wydawaloby sie — wyspecjalizo-
wanego dzialu filozofii, jakim jest filozofia matematyki. Jesli specjalizacja
ta bedzie opieraé sie na rzetelnej znajomosci przedmiotu badan, to moze
prowadzi¢ do wielu ciekawych obserwacji szczegétowych.

Czy stanie sie tak w wyniku ,douczenia” si¢ matematyki przez filozo-
féw, czy w wyniku zwrdcenia uwagi matematykéw na kwestie filozoficzne
i ,doczytaniem” przez nich literatury filozoficznej. Czy bedzie to zatem
dialog pomiedzy ,filozofujacym matematykiem” a ,matematyzujacym filo-
zofem”? Prawdopodobnie nie; niestety bedzie to raczej monolog filozofa,
starajacego si¢ o zrozumienie tego fenomenu, jakim jest matematyka. Nie
ma raczej powrotu do okresu dyskusji filozoficznych, prowadzonych w $rodo-
wisku matematykow na przetomie wiekéw. Matematycy wspotczeéni tworza
matematyke, ale brak im czasu na uprawianie powaznej refleksji ,na me-
tapoziomie”. Tym wazniejsze jest zatem u$wiadomienie sobie, ze analiza
filozoficzna dotyczaca matematyki winna by¢ oparta na mozliwie rzetelnej
znajomosci przedmiotu naszych analiz i oprzeé sie¢ musi na specjalizacji takze
w gronie filozoféw matematyki.

Nie znaczy to oczywiscie, ze tradycyjne pytania filozofii matematyki
zostang zarzucone, jakoby ogdlne (czy ogdlnikowe). Wrecz przeciwnie,
wyspecjalizowane badania prowadzone w réznych kierunkach (z ktérych

130 zagadnieniach tych méwit prof. Andrzej Lasota na konferencji w Krakowie w roku
1995. Czytelnika odsylamy do tomu [Heller, Urbaniec 1996].

MJest to logika z dodatkowym kwantyfikatorem, interpretowanym jako ,istnieje nie-
skoriczenie wiele”. W logike L(Qo) jest zatem niejako ,wbudowane” pojecie nieskoriczo-
nosci.
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kilka przykladéw podaliSmy) pomoze nam na ujrzenie tych tradycyjnych
pytan w nowym Swietle, na sformutowanie nowych wnioskow dotyczacych
natury matematyki i lepsze zrozumienie roli, jaka matematyka odgrywa
w naszym zyciu intelektualnym i naszej dziatalnosci poznawcze;j.

Bibliografia

Barwise J., Feferman S., [1985] Model-theoretic logics, Springer—Verlag.
Davis P. J., Hersh R., [1994] Swiat matematyki, Warszawa, PWN.

Heller M., Urbaniec J., [1996] Otwarta nauka i jej zwolennicy, Tarnéw,
Biblos.

Maddy P., [1991] Philosophy of mathematics: prospects for the 1990s, ,,Syn-
these” 88, s. 155-164.

Moschovakis Y., [1980] Descriptive Set Theory, North-Holland.

Murawski R., [1984] G. Cantora filozofia teorii mnogosci, ,,Studia Filozo-
ficzne” 11-12 (228-229), s. 75-88.

[1993] Rozwdj programu Hilberta, ,Wiadomosci Matematyczne”
XXX, 5. 51-72.

Shapiro S., [1991] Foundations without foundationalism, Clarendo Press,
Oxford.

Wang H., [1974] From Mathematics to Philosophy, New York: Humanities
Press.

Wigner E. P. [1960] The unreasonable effectiveness of mathematics in the
natural sciences, ,Communications in Pure and Applied Mathema-
tics” 13, s. 1-14.

Wiéjtowicz K., [1995] Wokdl problemu realizmu teoriomnogodciowego, ,Fi-

lozofia Nauki” 4, s. 113-130.

[1996] Paradoksy skoriczonosci, ,,Zagadnienia Filozoficzne w Na-
uce” XVIII, s. 87-99.



