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O HIPOTEZIE CONTINUUM

Artykul ten poswiecony jest historii hipotezy continuum. Jego celem
jest zwrdcenie uwagi Czytelnika na kilka interesujcych faktow dotyczacych
historii badan nad tym zagadnieniem.

I

Tworca teorii mnogosci jest Cantor. Ponad sto lat temu sformutowal on
podstawowe pojecia, udowodnit podstawowe twierdzenia i postawit podsta-
wowe problemy tworzonej przez siebie teorii. Jednym z nich jest problem
continuum, dla ktérego Cantor od razu zaproponowal rozwiazanie — znane
dzi$ pod nazwa hipotezy continuum. Problem continuum stanowi interesu-
jacy przyklad problemu matematycznego, ktéry mozna sformulowaé, ko-
rzystajac z prostych pojeé. Odnosi sie on do bardzo naturalnego obiektu
matematycznego, jakimi sa liczby rzeczywiste, i pozornie stanowi zagadnie-
nie elementarne. Okazalo si¢ jednak, ze rozwiazanie problemu continuum nie
jest mozliwe w ramach powszechnie akceptowanych aksjomatéw, metod do-
wodowych i rozumowan matematycznych. Ustalenie metamatematycznego
statusu hipotezy continuum (tj. tego, Ze jest ona niezalezna od aksjomatéw
teorii mnogoéci) wymagalo zastosowania bardzo wyrafinowanych technik
i bylo mozliwe dopiero w latach 60—tych, czyli ponad 80 lat po jej sformu-
lowaniu. Nasuwa si¢ tu analogia z hipoteza Fermata, ktorej sformutowanie
jest elementarne — moze je zrozumieé kazdy uczen szkoly podstawowej —
natomiast jej udowodnienie bylo mozliwe dopiero po zastosowaniu wyrafi-
nowanych technik geometrii algebraicznej ponad trzysta lat po postawieniu
tej hipotezy!.

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sg wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.

I Hipoteza Fermata méwi, ze nie istniejg takie liczby naturalne z,y, z, n, gdzie n > 3,
mn Jr yn e zn‘
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Hipoteza continuum stanowita inspiracje dla wielu pokolen badaczy.
Spotykany jest nawet poglad, w my$l ktérego cata wspélczesna teoria mno-
godci stanowi pewnego rodzaju wariacje na temat tego problemu — wyrosta
bowiem z préb wyjasnienia statusu hipotezy continuum i pokrewnych za-
gadnien (opinie taka wyraza np. Kanamori w [1996, 1]). Niezaleznie od tego,
czy taka opinia jest stuszna, z cala pewnoscia badania nad hipoteza conti-
nuum (1 jej ,okolicami”) lokowaly sie w centralnym nurcie badan nad teo-
rig mnogosci i doprowadzily do uzyskania wielu gltebokich i wyrafinowanych
technicznie wynikéw.

II

Cantor poczatkowo zajmowal sie analiza matematyczna. W roku 1870
udowodnit twierdzenie o jednoznacznosci dla trygonometrycznych szeregéw
funkeyjnych, czyli dla funkeji postaci: f(z) = Y., [ay, cos(nz)+by, sin(nz)].
Okazuje sie, ze jesli f(z) =0 dla z € (—m,7), to woéwczas wszystkie wspdl-
czynniki a, i b, sa rowne zeru. Zalozenia pierwotnej wersji twierdzenia,
dotyczace zbieznosci badanego szeregu do zera na calym przedziale (—m, ),
udato sie Cantorowi ostabié. Twierdzenie o jednoznacznosci przedstawienia
zachodzi réowiez wtedy, gdy szereg trygonometryczny jest zbiezny do zera
tylko dla punktéw spoza pewnego zbioru ,punktéw wyjatkowych” P (tzn.
tylko dla « € (—m,m) \ P). Aby podaé opis zbioréw punktéw wyjatkowych
P, dla ktérych zachodzi twierdzenie o jednoznacznosci przedstawienia, Can-
tor wprowadzil pojecie pochodnej zbioru: pochodna P’ zbioru P to zbidr
punktéw skupienia P (czyli zbiér granic wszystkich ciagdéw o wartosciach
w P); n+ 1-sza pochodna P"*! jest zdefiniowana jako pochodna P", czyli
(P™) 2. Zbiory wyjatkowe, dla ktérych zachodzi twierdzenie o jednoznacz-
nosci, scharakteryzowane sa warunkiem: P™ = 0 dla pewnego n 3.

Pojecie ‘pochodnej zbioru rzedu n’ stato sie dla Cantora punktem wyj-
$cia do sformulowania pojecia liczby porzadkowej pozaskonczonej. Ciag po-
chodnych danego zbioru jest ciagiem zstepujacym, tzn. dla dowolnego zbioru

2Dla potrzeb tego artykulu nie jest istotne, jak zdefiniowana jest pochodna zbioru:
wazne jest to, ze jest to operacja, ktéra prowadzi od zbioru liczb rzeczywistych do innego
zbioru liczb rzeczywistych, i ze operacje t¢ mozna powtarzaé (iterowac) dowolnie wiele
razy. Szczegblnie istotna jest ta ostatnia wiasnosé.

3Warto tu zauwazy¢, ze w trakcie przygotowywania do druku swej pracy Cantor pro-
wadzil dyskusje dotyczaca ,prawomocnosci” jego dowodu. Dowdd ten zostal zaakcepto-
wany bez zastrzezen przez Weierstrassa, natomiast odrzucony przez Kroneckera. Réznice
zdan wynikaly z innego podejscia do problemu istnienia w matematyce — Kronecker
dopuszczal jedynie metody konstruktywne (por. [Purkert 1989, 50]).
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P zachodzi P O P’ 2 P" D ...; (P', P” etc. to kolejne pochodne zbioru P).
Zdefiniujmy zbiér Q = N[P™: n > 1]. W ogdlnym przypadku @ nie musi by¢
réwne zadnemu ze zbioréw P", jednak zbiér () pochodzi w pewien sposéb
od zbioru P. Cantor nazwal ten zbiér ‘pochodna rzedu w’ zbioru P. Mozemy
teraz rozwazy¢ pochodne rzedu w + 1,w + 2 etc. zbioru P — beda to po
prostu pochodne rzedu 1,2, etc. zbioru Q. Idac dalej, mozemy zdefiniowaé
pochodng rzedu w + w (bedzie to zbiér N[P¥T": n > 1]) i tak dalej. W ten
sposéb znaczenia nabieraja takie obiekty, jak liczba w + 5,w + w + 33 etc.
Pelnia one niejako role indekséw przy operacji iterowania pochodnej.

W roku 1873, w korespondencji w Dedekindem, Cantor rozwazal pro-
blem, czy continuum (np. odcinek (0, 1)) jest zbiorem przeliczalnym. W 1874
roku opublikowal wyniki swoich rozwazan: odcinek [0, 1] nie jest przeliczalny.
Metoda Cantora polegala, méwiac w skrécie, na wykazaniu, ze dla kazdego
ciagu liczb rzeczywistych {r,} i dla dowolnego odcinka O, istnieje liczba r
z ciagu {r, }, ktéra nie nalezy do odcinka O. W ten sposéb Cantor udowod-
nil nieprzeliczalnosé odcinka [0, 1] (i zarazem podal nowy dowdd na istnienie
liczb przestepnych)?.

W swej kolejnej publikacji z roku 1878 Cantor wprowadzil pojecie mocy
zbioru (Machtigkeit): zbiory maja te sama moc, jesli istnieje bijekcja (czyli
odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne) pomiedzy nimi. W ten sposéb Can-
tor wprowadzil nowa metode poréwnywania zbioréw nieskonczonych. (Przy-
pomnijmy, ze juz Bolzano zauwazyl, ze relacja inkluzji nie jest dobrym spo-
sobem na poréwnywanie zbioréw nieskonczonych, gdyz inkluzja wlasciwa
moze zachodzi¢ pomiedzy zbiorami réwnolicznymi, np. pomiedzy zbiorem
liczb parzystych i naturalnych). W tym samym artykule Cantor dowiddl, ze
zbiory R i 1" (dla dowolnego n) sa réwnoliczne. Ten wynik go zaskoczyl;
komentujac go w liscie do Dedekinda, napisal stynne ,widze to, ale nie wie-
rz¢”. W tym samym artykule Cantor postawit tez problem, czy sa mozliwe
jakie$ inne moce podzbioréw liczb rzeczywistych (oprécz mocy przeliczalnej
i mocy continuum), a $cile: ile jest klas réwnowaznosci relacji réwnoliczno-
$ci wérdd nieskonczonych podzbioréw R. (W jeszceze innym sformutowaniu
ten problem brzmial: czy istnieje nieskonczony podzbiér prostej rzeczywi-
stej, ktory nie jest ani przeliczalny, ani rownoliczny z cala prosta rzeczy-

4Liczby przestepne to liczby nie bedace pierwiastkami zadnego wielomianu o wymier-
nych wspotczynnikach. Poniewaz wielomianéw o wymiernych wspétczynnikach jest prze-
liczalnie wiele, a kazdy wielomian ma skonczenie wiele pierwiastkéw, wiec tym samym
liczb algebraicznych (czyli liczb bedacych pierwiastkami takich wielomianéw) jest przeli-
czalnie wiele. Z faktu, ze zbidr liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny, wynika, ze musza
istnieé¢ liczby przestepne.
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wista, lecz ma moc posrednia?) Cantor postawil hipoteze, ze sa dwie takie
klasy, czyli ze kazdy nieskonczony zbiér liczb rzeczywistych musi by¢ albo
przeliczalny, albo réwnoliczny z R. Zbioréw o mocy posredniej — w mysl
postawionej przez Cantora hipotezy — nie ma. W oryginalnym sformuto-
waniu Cantora hipoteza continuum dotyczyla zatem wlasnoéci podzbioréw
zbioru liczb rzeczywistych. W tej formie mogliby$my nazwaé ja staba hipo-
teza continuum (weak continuum hypothesis)®. Cantor byt przekonany o jej
prawdziwosci, o tym, ze hipoteze te bedzie mozna udowodnié. Ani on, ani
nikt inny nie mégl jeszcze wtedy przypuszczaé, jak trudnym problemem ma-
tematycznym okaze sie hipoteza continuum i jak wielkie bedzie jej znaczenie
dla rozwoju teorii mnogosci, a przez to (posrednio) dla calej matematyki.
Warto podkresli¢ fakt, ze problem, ktéry stanowit tak istotny impuls dla
stworzenia abstrakcyjnej teorii mnogoéci, umozliwiajacej zinterpretowanie
(zrekonstruowanie) w niej praktycznie wszystkich teorii matematycznych
(a wiec stanowiacej podstawe dla matematyki), dotyczyl tak konkretnego
obiektu matematycznego, jak liczby rzeczywiste. Nie wyrost zatem z roz-
wazan dotyczacych logicznej struktury teorii matematycznych, ale z préb
rozwigzania ,elementarnego” zagadnienia matematycznego.

Nastepna wazna publikacja Cantora jest Uber unendliche, lineare Punkt-
mannigfaltigkeiten. Praca ta ukazala sie w szesciu czesciach w latach 1878—
1884 (czesé piata zostala potem wydana oddzielnie jako Grundlagen einer
allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre). Cantor sformulowal w niej podstawowe
pojecia tworzonej przez siebie teorii zbioréw nieskoniczonych. Wprowadzil
tam pojecia liczby porzadkowej i dobrego porzadku. Inspiracja dla zdefinio-
wania pojecia liczby porzadkowej byly jego wczesniejsze rozwazania doty-
czace pochodnych zbioréw dowolnego rzedu®. Cantor podal niezalezna od
pojecia pochodnej zbioru definicje liczby porzadkowej — mozna powiedziec,
ze indeksy ,usamodzielnily si¢” i rozpoczely samoistne istnienie. Cantor
w tej pracy rozwazal takze szersza niz dotychczas klase obiektéw — inte-
resowaly go juz nie tylko konkretne podzbiory ", ale wszelkie zbiory nie
nalezace do zadnej konkretnej ,sfery pojeciowej” (Begriffssphdre), trakto-
wane abstrakcyjnie, w oderwaniu od natury ich elementow. W tym wtasnie

5Terminem tym postuguje si¢ np. Moore w swoich pracach historycznych (por. np.
[1990]) dla odréznienia stabej hipotezy continuum od hipotezy continuum we wspolcze-
snym sformulowaniu. Te dwie wersje sa réownowazne przy zalozeniu pewnika wyboru.

6Nad pojeciem liczby porzadkowej — traktowanej niejako abstrakcyjnie, nie tylko jako
indeks przy operacji pochodnej zbioru — Cantor zastanawial si¢ juz w latach 1871-72;
mimo tego nie opublikowal wynikéw swych rozwazan we wczesniejszych pracach. Wiemy
o tym jednak z jego pézniejszych pism i listéw (por. [Kanamori 1996, 3]).
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artykule Cantor zaczal uzywaé terminu Menge (zbiér) w miejsce dotychczas
uzywanego terminu Punktmannigfaltigkeit, odnoszacego sie do konkretnych
podzbioréw R".

Podstawowym pojeciem rozwazanym przez Cantora w jego pracy bylo
pojecie dobrego porzadku ( Wohlordnung). Cantor zaproponowal zasade do-
brego porzadku, gloszaca, ze zawsze mozliwe jest dobre uporzadkowanie
kazdego dobrze zdefinowanego (czy inaczej — dobrze okreslonego) zbioru”.
Zasada ta umozliwita Cantorowi podanie ,abstrakcyjnej” definicji liczby
porzadkowej. Wprowadzit on liczby porzadkowe za pomoca dwoch zasad
generowania tych liczb (Erzeugungsprinzipien):

1. przejscie od liczby « do liczby a + 1, czyli nastepnika liczby «;

2. przejscie od dobrze uporzadkowanej kolekcji (zbioru) liczb porzadko-
wych, ktére nie maja elementu najwickszego, do odpowiedniej liczby gra-
nicznej. Wladnie tutaj — dla zapewnienia sensownosci tej definicji — po-
trzebna jest zasada dobrego porzadku®.

W swej pracy Cantor udowodnil podstawowe fakty dotyczace zwiazkdw
pomiedzy tak zdefiniowanymi liczbami porzadkowymi a mocami zbioréw.
Dzisiaj zwiazki te sa dla nas oczywiste — liczby kardynalne definiujemy po
prostu jako najmniejsze liczby porzadkowe danej mocy. Jednak w czasach
Cantora zalezno$ci te nie byly jeszcze znane. Cantor zaproponowal pewna
szcezegllna zasade (Hemmungsprinzip) ograniczajaca mozliwo$é tworzenia
nowych liczb porzadkowych. W mysl tej zasady nowa liczbe porzadkowa
mozna utworzy¢ jedynie wtedy, kiedy zbior liczb ja poprzedzajacych ma do-
brze okreslona moc. Na przyktad liczbe w — najmniejsza liczbe porzadkowsa
nieskonczong — mozna utworzy¢, gdyz zbior poprzedzajacych ja liczb natu-
ralnych jest zbiorem przeliczalnym. Najmniejsza liczba porzadkowa nieprze-
liczalna jest dobrze okreslona dzieki temu, ze zbiér jej poprzednikéw (czyli
liczb porzadkowych przeliczalnych) ma dobrze okreslona moc (oznaczana
przez x1), etc. Cantor udowodnil, ze x1 (czyli moc zbioru przeliczalnych
liczb porzadkowych) jest nastepna po xo liczba kardynalng nieskoticzona

7Zbiér jest dobrze uporzadkowany, jesli kazdy jego podzbiér zawiera element naj-
mniejszy. Przykladem zbioru dobrze uporzadkowanego jest zbiér liczb naturalnych. Nie
jest dobrze uporzadkowany np. odcinek [0, 1], gdyz np. jego podzbior (0,1) nie ma ele-
mentu najmniejszego. W mysl zasady dobrego porzadku mozliwe jest takie zdefiniowanie
porzadku na kazdym zbiorze, aby byl on zbiorem dobrze uporzadkowanym.

8Takim przejéciem jest na przyklad przejécie od zbioru liczb naturalnych {1,2,3,...}
do liczby porzadkowej w, bedacej liczba graniczng. Dalej przechodzimy od zbioru
{1,2,3..w,w+ 1,w + 2,...} do liczby granicznej w + w etc.
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(nie nalezy tego faktu myli¢ z hipoteza continuum!). W tym celu konieczne
byto uzycie zasady dobrego porzadku, ktéra Cantor uwazal za prawdziwa’.

Zdefiniowane pojecia umozliwily Cantorowi sformulowanie hipotezy con-
tinuum w innej postaci: R jest réwnoliczne ze zbiorem przeliczalnych liczb
porzadkowych (czyli: ¢ = x1), ktéra jest (przy zalozeniu zasady dobrego
porzadku) réwnowazna ,stabej hipotezie continuum”.

Warto tu wspomnieé o tym, ze w Grundlagen Cantor sformutowal pewne
uogdlnienie hipotezy continuum. Twierdzil bowiem, ze zbiér wszystkich
funkcji rzeczywistych nalezy do ,trzeciej klasy liczbowej”, co — w dzisiej-
szej terminologii — oznacza, ze ¢ = xs. Stwierdzenie to jest silniejsze od
hipotezy continuum. Jest to jedyne uogdlnienie hipotezy continuum, jakie
rozwazal Cantor. Nie mégt on oczywiscie w tym czasie sformulowaé tzw.
uogdélnionej hipotezy continuum (GCH = generalized continuum hypothe-
sis), gdyz nie bylo wéwczas jeszcze znane potegowanie liczb kardynalnych
(odkryte dopiero w latach 90—tych)!©.

W Grundlagen Cantor wprowadzil pojecie ‘zbioru doskonalego’ liczb
rzeczywistych (jest to niepusty, domkniety i nie posiadajacy punktéw izolo-
wanych zbiér liczb rzeczywistych) i udowodnil, ze kazdy zbiér doskonaly ma
moc continuum. Fakt ten, wraz z obserwacja, ze kazdy nieprzeliczalny zbiér
domkniety jest suma zbioru doskonalego i zbioru przeliczalnego (twierdze-
nie Cantora—Bendixsona), umozliwil Cantorowi udowodnienie, ze kazdy nie-
przeliczalny zbiér domkniety ma moc continuum. Mozna zatem powiedziec,
ze Cantor udowodnil hipoteze continuum dla ograniczonej klasy podzbio-
row R, a mianowicie dla zbioréw domknietych. Nie rozwiazal w ten sposéb
problemu continuum, ale wynik ten zainicjowal pewien program badawczy
(o ktérym jeszcze bedzie mowa).

W roku 1900, na stynnym Kongresie Matematykéw w Heidelbergu, Hil-
bert sformutowatl liste 23 najwazniejszych probleméw otwartych w matema-
tyce. Hipoteza continuum znalazlta si¢ tam na pierwszym miejscu. W 1904

9Czytelnika moze zdziwié¢, ze Cantor udowodnit fakt, ze x1 — czyli nastepna po xo
liczba kardynalna — jest rzeczywiscie nastepng liczbg kardynalng. Wyglada to na tauto-
logie. Jednak zauwazmy, ze liczby kardynalne poczatkowo definiowane byty w terminach
klas abstrakcji relacji réwnolicznosci. Tymczasem liczby xo, X1, X2 etc. definiowane byty
w terminach mocy zbioréw odpowiednich liczb porzadkowych. Tym samym stwierdzenie,
ze rzeczywiscie nie ma zadnej liczby kardynalnej pomiedzy xo i x1, nie jest tautologia, ale
wynikiem dotyczacym struktury liczb porzadkowych i kardynalnych oraz relacji pomiedzy
nimi.

10Uogélniona hipoteza continuum moéwi, ze dla kazdej liczby kardynalnej k zachodzi
kt = 2K, gdzie k1 jest nastepna po k liczba kardynalna. Hipoteza ta zostala sformuto-
wana przez Hausdorffa w 1908 roku.
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roku, na nastepnym Kongresie Matematykéw w Heidelbergu, Konig oglosit,
ze continuum nie da sie dobrze uporzadkowadé, czyli ze nie moze by¢ liczba
porzadkowa (i tym samym takze liczba kardynalna). Wynikaloby stad, ze
postawiona przez Cantora hipoteza continuum jest falszywa, gdyz conti-
nuum w ogble nie moze by¢ porownywane z innymi liczbami kardynalnymi.
Okazalo sie jednak, ze w dowodzie zaproponowanym przez Koniga byl btad
(odkryl go Zermelo juz nastepnego dnia po ogloszeniu przez Koniga jego
wyniku). Niedlugo péZniej Zermelo (ktéry pod wplywem Hilberta zajmo-
wal sie juz od pewnego czasu teoria mnogosci) sformutowal pewnik wyboru,
pozwalajacy na udowodnienie zasady dobrego porzadku, ktérg poshugiwal
sie Cantor.

11

Cantor uprawial tworzona przez siebie teorie mnogosci w sposéb — wedle
dzisiejszych standardéow — nieformalny. Sytuacja taka nie byla oczywiscie
niczym nietypowym na owe czasy — matematycy uprawiali poczatkowo np.
rachunek rézniczkowy i calkowy w sposéb niescisly, postugujac sie np. nie-
sprecyzowanym i rozumianym jedynie intuicyjnie pojeciem nieskonczonosci.
Podobnie bylo w wypadku teorii mnogosci Cantora — niektére fragmenty
jego fundamentalnego Grundlagen mialy charakter filozoficzny; sam Cantor
pisal zreszta o tym w liscie do wydawcy ,Mathematische Annalen”, Fe-
lixa Kleina. Tre$ci matematyczne, filozoficzne (oraz metafizyczne, a nawet
teologiczne) byly dla Cantora cisle ze soba zwiazane!!.

Ten sposob uprawiania matematyki odchodzit jednak stopniowo w prze-
szlosé. Metoda aksjomatyczna stopniowo nabierata coraz wigkszego znacze-
nia, pojawialy sie nowe standardy Scistosci, czego dowodem jest np. dzieto
Hilberta Grundlagen der Geometrie z roku 1899, gdzie autor postuguje sie
$cista metoda akjsomatyczna. Niebawem metody aksjomatyczne wkroczyty
takze na teren teorii mnogosci. W roku 1908 Zermelo zaproponowat pierw-
szg aksjomatyzacje dla teorii mnogosci. Motywacja dla jej stworzenia byla
przede wszystkim dyskusja dotyczaca pewnika wyboru — Zermelo poprzez
podanie aksjomatyzacji chcial explicite sformutowaé zalozenia, ktére umoz-
liwityby lepsze zrozumienie pojecia zbioru i uzasadnienie pewnika wyboru.

Ostateczna wersja aksjomatyki dla teorii mnogosci byla aksjomatyka
Zermelo—Fraenkla (oznaczana standardowo przez ZF). W oryginalnej po-

1 Czytelnika zainteresowanego filozoficznymi i religijnymi pogladami Cantora odsy-
tamy np. do [Murawski 1984] czy [Purkert 1989]. W pracach tych znalez¢é mozna analize
zwiazkéw pomiedzy filozoficznymi pogladami Cantora a jego matematyczna twérczoscia.
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staci zostala ona sformutowana w jezyku drugiego rzedu. Poczatkowo to-
czyla sie dyskusja dotyczaca tego, czy teoria mnogosci powinna by¢ sformu-
lowana w ramach logiki pierwszego czy drugiego rzedu. Chodzilo o problem,
jak najlepiej sformalizowaé pojecie ,okreslonej wlasnosci” (definite Figen-
schaft), ktéra postugiwal si¢ Zermelo przy formulowaniu aksjomatu wyr6z-
niania'?. Zwolennikiem logiki drugiego rzedu byt Zermelo, zwolennikiem
logiki pierwszego rzedu — Skolem. ,Historycznym zwyciezcg” okazala sie
logika pierwszego rzedu i obecnie olbrzymia wiekszosé badan dotyczacych
teorii mnogosci dotyczy teorii Zermelo—Fraenkla pierwszego rzedu. Dotyczy
to takze badan nad metamatematycznym statusem hipotezy continuum.

v

Cantor udowodnil hipoteze continuum dla zbioréw domknietych. Za-
chodzi ona takze dla zbioréw otwartych!®. Dla najprostszych podzbioréw
prostej rzeczywistej prawdziwa jest zatem hipoteza continuum. Pojawilo sie
naturalne pytanie, na jak bogata klase podzbioréw R mozna uogdlnié¢ ten
wynik.

W roku 1898 Borel zdefiniowal klase zbioréw dzi$ nazywanych borelow-
skimi. Zbiory te powstaja ze zbioréw otwartych poprzez zastosowanie do
nich operacji przeliczalnych sum, przecie¢ i dopelnien, iterowanych odpo-
wiednio dlugo.

W roku 1914 Hausdorff udowodnit hipoteze continuum dla pewnej pod-
klasy zbioréw borelowskich, dla tzw. zbioréw Gsose oraz Fys.'%. W roku
1916 Alexandroff udowodnil, ze hipoteza continuum zachodzi dla wszyst-
kich zbioréw borelowskich, czyli znacznie szerszej klasy zbioréw niz same
tylko zbiory otwarte i domkniete. W tym samym roku Suslin zauwazyl, ze
rzuty zbioréw borelowskich nie zawsze musza byé zbiorami borelowskimi'®.
Operacja rzutowania wyprowadza poza klase zbioréw borelowskich, prowa-
dzac do klasy zbioréw analitycznych. Okazalo sie [Suslin 1917], ze dla klasy

12 Aksjomat ten mial postaé: dla kazdego zbioru x i kazdej wlasnoséci ¢ (tu Zermelo
méwil o definite Figenschaft), istnieje zbiér y skladajacy sie dokladnie z tych elementéw
z zbioru z, ktére spelniaja wlasnosé ¢, tzn. y = {z € z: ¢(x)}.

BKazdy zbiér otwarty musi bowiem zawieraé przedziat otwarty (a,b), ktéry ma moc
continuum.

4Zbiory Gs to przeliczalne przeciecia zbioréw otwartych, Gs, to przeliczalne sumy
zbioréw typu Gy etc. Podobnie F, to przeliczalne sumy zbioréw domknietych, F 5 to
przeliczalne iloczyny takich zbioréw etc.

15Rzutem zbioru A C R2 na R nazywamy zbiér B = {z € R: Iy (z,y) € A}, czyli
»cien”, jaki zbiér A rzuca na prosta.
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zbiorow analitycznych réwniez zachodzi hipoteza continuum — kazdy nie-
skonczony zbiér analityczny jest przeliczalny, badz réwnoliczny z R. Jedno-
czesnie z badaniami dotyczacymi rozwiazania problemu continuum dla moz-
liwie szerokiej klasy podzbioréw R (ktére mozna traktowaé jako prace nad
uogdlnieniem pionierskich wynikéw Cantora) coraz czesciej prébowano usta-
li¢ metamatematyczny status hipotezy continuum. Bylo to mozliwe dzigki
rozwojowi metody aksjomatycznej, ktéra pozwalala na lepsze zrozumienie
logicznej struktury teorii matematycznych. W 1923 roku Hilbert wyrazil
opinig, ze stworzone przez niego metody teoriodowodowe umozliwia rozwia-
zanie wielu otwartych probleméw w teorii mnogosci, w szczegdlnosci umozli-
wig rozwiazanie hipotezy continuum. Z drugiej strony, w tym samym czasie
Skolem sformutowal teze, ze podana przez Zermelo w 1908 roku aksjoma-
tyka dla teorii mnogoéci nie pozwoli na rozwiazanie problemu continuum.
Jak sie okazalo, racje mial Skolem, ale trzeba bylo czekaé jeszcze 40 lat na
potwierdzenie jego hipotezy.

W roku 1930 Zermelo zaproponowal opis struktury uniwersum teoriom-
nogosciowego w postaci tzw. hierarchii kumulatywnej. Zermelo wyszedt od
idei, ze ,startujac” od zbioru pustego, poprzez iteracje operacji zbioru po-
tegowego w pozaskonczono$é¢ otrzymamy pelne uniwersum zbioréw, tzn., ze
kazdy zbiér znajdzie sie w tej hierarchii. (Opart si¢ on zatem na tzw. itera-
cyjnej koncepcji zbioru.) W dzisiejszej notacji mogliby$my fakt ten zapisaé
w sposéb nastepujacy:

Vo =0; Vay1=P(V,); Va =U[V C&: € < A, dla A granicznych,

gdzie P(A) oznacza zbiér potegowy zbioru A.
Uniwersum V' definiujemy jako sume Vg:

V =U[V;: € € On),

gdzie On oznacza klase liczb porzadkowych.

Uniwersum to budowane jest indukcyjnie. W kazdym kroku nastepniko-
wym wykonujemy operacje zbioru potegowego, w kroku granicznym sumu-
jemy otrzymane do tej pory zbiory. W kazdym kroku nastepnikowym bie-
rzemy wszystkie mozliwe zbiory, tj. caly zbiér potegowy zbioréw dotychczas
skonstruowanych. Nie nakladamy zadnych ograniczen na ,tempo wzrostu”
uniwersum.

W latach 30-tych Godel zauwazyt, ze hierarchie t¢ mozna ,,odchudzié”,
biorac w krokach nastepnikowych nie pelen zbiér potegowy, ale jedynie
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zbiory definiowalne w pewien szczegdlny sposéb'6. W ten sposéb w kaz-
dym kroku powstaje znacznie mniej nowych zbioréw, ale otrzymane w ten
spos6b uniwersum zbioréw konstruowalnych nadal spetnia aksjomaty teorii
mnogoéci ZF, czyli jest modelem dla teorii mnogosci ZF. Co wiecej, oka-
zuje si¢, ze w modelu tym prawdziwy jest pewnik wyboru (AC = axiom
of choice) i uogélniona hipoteza continuum (GCH). Wynik Godla pokazuje
zatem, ze jesli teoria mnogosci ZF jest niesprzeczna, to niesprzeczna jest
rowniez teoria mnogosci ZF+AC+GCH. Jest to pierwszy wynik dotyczacy
relatywnej niesprzecznosci. Wynik ten Goédel znatl juz w roku 1937, jednak
zwlekal trzy lata z jego opublikowaniem — zawierajaca go praca ukazala sig
dopiero w roku 1940. Wyniklo to prawdopodobnie stad, ze Godel pracowal
nad udowodnieniem niezaleznosci hipotezy continuum (por. [Moore 1990]),
nie udato mu sie jednak osiagnaé¢ zamierzonego celu. Godel wprawdzie osia-
gnal pewne czesciowe wyniki dotyczace niezaleznosci aksjomatu konstru-
owalnosci i pewnika wyboru, jednak ich nie opublikowal. W tym czasie coraz
bardziej intensywnie zajmowal sie filozofia; natomiast tracil zainteresowanie

kwestiami czysto technicznymi'”.

16Dla Czytelnika zainteresowanego szczegbtami technicznymi przypomnimy tu defini-
cje uniwersum L. Niech M bedzie modelem dla jezyka J. Zbiér y nazwiemy definiowal-
nym z parametrami nad M, jedli istnieje formuta ¢(vy, ..., ) jezyka J oraz parametry
ai,...,an € M takie, ze:

z € y wtedy 1 tylko wtedy, gdy M spelnia ¢(z,a1,...,an)

Dla dowolnego zbioru z, def(z) := {z C y: = jest definiowalny z parametrami nad
strukturg (z, €)}. Hierarchig zbioréw konstruowalnych definiujemy w spos6b nastepujacy:

Lo =0; Lag1 =def(La); Ly = U[Lg: £ < A] dla A granicznych.
Uniwersum zbioréw konstruowalnych L definiujemy jako:

L=U[Lg: & € On).

"Moore w [1988] cytuje opini¢ Wanga, ktéry twierdzi, ze gdyby Godel nie porzu-
cil badan nad dowodami niezaleznosci, to prawdopodobnie juz w roku 1950 udowod-
nitby niezalezno$é hipotezy continuum. Moore cytuje takze wypowiedz samego Godla,
ktéry stwierdzil, ze nie opublikowal swoich czastkowych wynikéw dotyczacych niezalez-
nosci pewnika wyboru, gdyz obawial sie, ze skieruje to teorie mnogosci w niewlasciwym
kierunku. WypowiedzZ ta jest zrozumiala w Swietle realistycznych pogladéw Godla, dla
ktérego wazniejszy od problemu relatywnej niesprzecznosci byl problem poszukiwania
adekwatnego opisu uniwersum zbioréw, czyli poszukiwania nowych aksjomatéw. Czytel-
nika zainteresowanego filozoficznymi pogladami Gédla odsytamy np. do [Wang 1987],
[Wéjtowicz 1996].
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Sam Godel w latach 30-tych sklonny byt uznaé prawdziwosé hipotezy
continuum, gdyz sktonny byl uznaé za prawdziwy aksjomat konstruowalno-
$ci, z ktorego ona wynika. Chodzilo tu oczywiscie o prawdziwos¢ rozumiang
nie jako dowodliwo$¢ w pewnym systemie aksjomatycznym. Godel mial na
my$li prawdziwosé zdan dotyczacych istniejacej obiektywnie (niezaleznie od
naszych badan, poznawczych wysitkéw i tworzonych przez nas teorii) rze-
czywistosci zbioréw. Godel byt, jak wiadomo, zdeklarowanym realista; py-
tania teoriomnogosciowe (w szczegblnosci problem continuum) stanowily
dla niego autentyczne pytania naukowe dotyczace obiektéw matematycz-
nych, a nie jedynie metamatematycznych wlasnosci systemoéw formalnych.
Poczatkowo Godel przypuszczal, ze aksjomat konstruowalnosci poprawnie
opisuje uniwersum zbioréw. PézZniej jednak zmienil zdanie. W swym styn-
nym artykule [1947/64] wskazal na dwa rodzaje przyczyn, ktére sktonily go
do odrzucenia hipotezy continuum:

(i) Jedyny znany dowdd hipotezy continuum odwoluje sie do aksjomatu
konstruowalnosci (V' = L), ktéry ogranicza uniwersum zbioréw do
zbioréw definiowalnych w odpowiedni sposob. Narzucanie tego typu
ograniczen na uniwersum zbioréw nie jest, wedlug Godla, uzasad-
nione. Aksjomat konstruowalnosci jest ,,miminalistyczny” — zbiér po-
tegowy jest najmniejszy z mozliwych'®. Moze sie okazaé, twierdzi da-
lej Godel, ze z jakiegos ,maksymalistycznego” aksjomatu, bedacego
(w odpowiednim sensie) przeciwienstwem aksjomatu konstruowalno-
sci, bedziemy mogli wyprowadzi¢ negacje hipotezy continuum [Godel
1947/64, 266]. O aksjomatach tego typu, ,opozycyjnych” w stosunku
do konstruktywistycznych interpretacji matematyki, pisal w liscie do
Ulama. W liscie tym Godel wyrazil opinie, ze umozliwia one rozwia-
zanie podstawowych probleméw teorii mnogosci, w szczegdlnosci hi-
potezy continuum (por. [Moore 1990, 168]).

(ii) Godel wskazal na szereg paradoksalnych, jego zdaniem, konsekwen-
cji hipotezy continuum. Mozna bowiem udowodnié¢ w teorii mnogosci
istnienie ,malych”, nieprzeliczalnych podzbioréw R. Z hipotezy conti-
nuum wynika zatem, ze moga istnie¢ ,male” zbiory mocy continuum.

18Czytelnika moze zdziwié, ze méwimy o réznych zbiorach potegowych. Jednak po-
jecie zbioru potegowego nie jest pojeciem absolutnym: w réznych modelach dla teorii
mnogosci role zbioru potegowego danego zbioru x moga odgrywaé rézne zbiory (por np.
[Burgess 1977]).
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Godel podat kilka przykladow tego typu zbiordéw, twierdzac, ze ich
istnienie jest sprzeczne z intuicjami [Godel 1947/64, 267-268]1°.

Nie sa to oczywiscie argumenty formalne, ale raczej ‘filozoficzne’. Warto
tu przypomnieé, ze za jedna w przyczyn niemoznosci rozwiazania problemu
continuum Godel uznawal niedostateczna analize filozoficzna podstawowych
pojeé teorii mnogosci, ktora powinna byé¢ prowadzona na poziomie bardziej
fundamentalnym [1947/64, 261]. Wang twierdzi, ze Godel, ktéry uwazal
matematyke (zwlaszcza teorie mnogosci) za analize pojeé, prawdopodob-
nie obecnie nie interesowalby sie teoria mnogosci ze wzgledu na jej wysoce
techniczny, oderwany od podstawowych probleméw filozoficznych, charakter
(por. [Wang 1987, 208]).

Godel przypuszczal, ze hipoteza continuum jest nierozstrzygalna na
mocy aksjomatéw teorii mnogosci i ze dla jej rozwiazania (tj. ustalenia
‘prawdziwej wartosdci continuum’) konieczne jest odwolanie sie¢ do argu-
mentéw wykraczajacych poza ZF. Przykladem takich nowych aksjomatdw,
precyzujacych pojecie zbioru mogltyby, wedtug Godla, by¢ jakie$ aksjomaty
istnienia odpowiednio duzych liczb kardynalnych, ktére Godel nazywal ‘sil-
nymi aksjomatami nieskonczonoéci’?.

Hipoteza Godla, ze hipoteza continuum jest nierozstrzygalna na mocy
aksjomatéw ZF, znalazla swoje potwierdzenie w roku 1963, kiedy to Cohen
udowodnil jej niezaleznosé od ZF metoda forcingu. Jest to metoda konstru-
owania modeli dla teorii mnogosci. Wychodzac od danego modelu przeli-
czalnego M?!, poprzez umiejetne ,dodanie” do niego pewnego szczegblnego
zbioru G otrzymujemy model M[G] o zadanych wlasnosciach. Mozemy na
przyktad tak dobra¢ dodawany do modelu zbiér G, aby w otrzymanym mo-
delu M[G] prawdziwa byla hipoteza continuum. W innym modelu M[G’]

9Przyktady Godel zaczerpnat z monografii Sierpinskiego, ktéry od lat 20-tych badat
implikacje hipotezy continuum.

20Duze liczby kardynalne to, méwiac nieformalnie, zbiory tak duze, ze ich istnienia nie
da si¢ udowodnié¢ w teorii mnogosci ZFC. Méwiac obrazowo, w hierarchii teoriomnogo-
$ciowej znajduja sie one ‘powyzej’ tych zbioréow, ktére mozemy w ZFC opisa¢ i ktérych
istnienie wynika z aksjomatéw ZFC. Nazwa ,silne aksjomaty nieskonczonosci” nawiazuje
do faktu, ze ,z punktu widzenia” zbioréw skonczonych, nie mozemy udowodnié istnienia
zbioru nieskonczonego. Jego istnienie musimy zagwarantowaé¢ odpowiednim aksjomatem,
postulujacym istnienie zbioru nieskonczonego. Podobnie jest w przypadku duzych liczb
kardynalnych, ktérych istnienie musimy postulowaé nowym aksjomatem — ,z punktu
widzenia” zbioréw mniejszych nie mozemy udowodnié ich istnienia.

2INa mocy twierdzenia Skolema-Léwenheima kazda teoria pierwszego rzedu (sformu-
towana w jezyku przeliczalnym) jesli ma model nieskorniczony, to ma réwniez model prze-
liczalny. W szczegdlnodci dotyczy to teorii mnogosci.
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(powstajacym przez dodanie innego zbioru G) prawdziwa moze by¢ jej ne-
gacja; w jednym modelu prawdziwy pewnik wyboru, w innym falszywy, etc.
Metoda forcingu okazala sie na tyle silna i ogélna, ze pozwolila na udowod-
nienie niezaleznosci od aksjomatéw ZF nie tylko pewnika wyboru i hipotezy
continuum, ale szeregu innych zdan o teoriomnogosciowym charakterze.

Okazalo sig¢ zatem, ze hipoteza continuum jest niezalezna od aksjomatow
teorii mnogosci ZF — w niektérych modelach jest prawdziwa, w innych
za$ jest falszywa. Pozostala nadzieja, ze by¢ moze jakie$ naturalne zdania
wzmacniajace ZF pozwola na jej rozstrzygniecie. Jednak niebawem uzyskano
szereg wynikow, ktére pokazaly, ze nadzieje takie sa ptonne.

W roku 1964 Easton udowodnil, ze continuum moze przyjmowaé nie-
malze dowolne wartoéci — jedynym ograniczeniem byt pewien techniczy
warunek dotyczacy tzw. wspoétkonicowosci. W szczegdlnosci okazalo sie, ze
continuum moze by¢ rowne np. ws,wsss, Wwt28, €tc., nie ma zatem niemal
zadnych ograniczen dotyczacych wartosci continuum (z wyjatkiem tego, ze
jego wspoétkonicowosé nie moze byé przeliczalna)?2. Z kolei wyniki Levy’ego
i Solovaya pokazuja, ze zaréwno hipoteza continuum, jak i jej negacja sa nie-
sprzeczne z aksjomatami istnienia tzw. duzych liczb kardynalnych. ,Silne
aksjomaty nieskonczono$ci”, o ktérych méwit w [1947/64] Godel, nie moga
nam zatem dopomodc w rozwigzaniu hipotezy continuum.

Sam Godel powrécil jeszeze do rozwazan dotyczacych hipotezy conti-
nuum. Na przetomie lat 60-tych i 70-tych zaproponowal on kilka aksjo-
matéw (tzw. square axioms) dotyczacych szczegblnych rodzin funkcji z N
w N, ktére mialyby umozliwi¢ rozwiazanie problemu continuum. Rozumo-
wania Godla zawieraly jednak bledy; okazalo sie, ze zaproponowane przez
niego aksjomaty nic nie wnosza do dyskus;ji.

v

Zakonczmy kilkoma uwagami ogdlnej natury.

1. Hipoteza continuum jest zdaniem o bardzo prostym sformutowaniu,
dotyczacym obiektow matematycznych, z jakimi stykamy sie na co dzien.
Jednak badania nad nia (i zagadnieniami pokrewnymi) stanowily wazny
impuls dla stworzenia bardzo abstrakcyjnej i ogdlnej teorii matematycznej,
jaka jest teoria mnogosci.

22 : . . P » e
Sformutowanie ,continuum moze by¢ réwne ws czy wsss” oznacza, ze istnieja modele

dla teorii ZF+,c = ws” i dla teorii ZF+,c = wss5”. Oczywiscie, w kazdym konkretnym
modelu dla teorii mnogosci ZF continuum ma ustalong wartosé. Chodzi jednak o to, ze
w réznych modelach wartosci te moga by¢ rézne.
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2. Nalezy jednak zauwazy¢, ze hipoteza continuum — sama w sobie
interesujaca — nie ma zbyt duzego znaczenia dla ,prawdziwych” matema-
tykéw (topologéw, analitykéw, stochastykéw, etc.). Twierdzenia np. z geo-
metrii rézniczkowej czy analizy zespolonej nie wymagaja zalozenia CH (=
continuum hypothesis), pomimo iz dotyczy ona podzbioréw zbioru liczb rze-
czywistych #. Dlatego metamatematyczny status CH, intereresujacy dla
specjalisty z zakresu teorii mnogosci, ma stosunkowo niewielkie znaczenie
dla innych dyscyplin matematycznych?3.

3. Wiemy obecnie, ze hipoteza continuum jest nierozstrzygalna w ramach
ZFC (i nawet w ramach wzmocnien ZFC). Mozemy jednak zastanawiaé
si¢ nad jej wiarygodnoscia — tj. nad tym, na ile nasze rozumienie pojecia
zbioru prowadzi nas do jej zaakceptowania, badz odrzucenia. Trudno oczy-
widcie oczekiwaé, ze wérod matematykow zapanuje zgoda co do ,,prawdziwej
wartosci continuum”. Dla wielu matematykéw (zwlaszcza zwolennikéw for-
malizmu) problem wiarygodnosci CH jest pozbawiony sensu — sensowne
pytania dotycza dla nich jedynie metamatematycznych wlasnosci systemdow
formalnych. Mozna spotkaé si¢ z pogladem, ze hipoteza continuum zostala
rozstrzygnieta — znamy bowiem jej status metamatematyczny, co jest wy-
nikiem w pelni zadowalajacym (opinie taka wyraza np. twérca forcingu —
Cohen).

Mozna jednak formulowaé argumenty dotyczace wiarygodnosci (czy
prawdziwosci) CH. Tego typu rozwazania sa prowadzone, cho¢ nie w spo-
s6b systematyczny — raczej jako pewnego rodzaju ,skutek uboczny” badan
technicznych. Trzeba przyznaé, ze odnosza sie do nie zawsze jasnych i do
konca sprecyzowanych intuicji czy wrecz do estetycznych preferencji ma-
tematykéw. Nie znaczy to jednak, ze analizy takie musza byé uznane za
bezsensowne. Osigganie nowych wynikéw technicznych i nieformalna (choé¢
bazujaca na wynikach technicznych) analiza pojeciowa moze prowadzi¢ do
krystalizowania sie lepszego rozumienia natury uniwersum zbioréw — na-
wet jesli nie doprowadza do zgody co do ,prawdziwej wartosci continuum”.
Warto zatem pamietaé o heurystycznych (pozaformalnych) argumentach do-

23W pracy [Felgner 1979] Czytelnik znajdzie przyktady twierdzen, ktére udowodniono
poczatkowo w oparciu o zalozenie CH, jednak z dowodu tych twierdzen hipoteze con-
tinuum mozna bylo potem wyeliminowac. Nie sa w tej chwili znane istotne twierdzenia
matematyczne, dla udowodnienia ktorych konieczne byloby zalozenie hipotezy continuum
(badZ jej negacji).
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tyczacych hipotezy continuum, jak rowniez innych aksjomatéw teoriomno-
goéciowych?4.
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