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O LOSOWANIU LICZBY Z ODCINKA

Celem artykutu jest przedstawienie pewnych faktéw dotyczacych niespo-
dziewanych konsekwencji ,,potocznie oczywistych” aksjomatow. Wskazane
zostang w nim problemy wiazace sie z niezaleznoécia zdan z zakresu teo-
rii mnogoséci, dla ktérych mozna (wedlug niektérych) wskazaé interpretacje
fizyczna i probabilistyczna. Zaprezentowany tez zostanie heurystyczny ,,do-
wbd” negacji hipotezy continuum.

I

Jednym z podstawowych obiektéw matematycznych sg liczby rzeczywi-
ste. Maja one naturalng interpretacje geometryczng w postaci ,,prostej rze-
czywistej”, odzwierciedlajac w ten sposéb nasza intuicje ,ciaglosci”. W fi-
zyce liczby rzeczywiste znajduja zastosowanie poprzez teorie réwnan réz-
niczkowych, geometrie rézniczkowa (w ktérej stuza jako ,pierwowzor” dla
badanych przez geometrie¢ obiektéw, a mianowicie rozmaitosci rézniczko-
wych), procesy stochastyczne, teorie ukladéw dynamicznych etc. Mozna by
rzec, ze gdyby nie byto liczb rzeczywistych, nie byloby réwniez wspélczesnej
nauki?.

Wydaje si¢ zatem, ze liczby rzeczywiste sa dobrze okreslonym, kon-
kretnym, znanym i zbadanym obiektem, posiadajacym fizyczne znaczenie
i interpretacje. Liczby rzeczywiste maja jednak ,druga nature” — nature
teoriomnogos$ciowa. Wiaze sie z nig szereg problemoéw istotnie réznych od
znanych nam z matematyki stosowanej. Dla analityka najwazniejsze sa topo-
logiczne czy metryczne wlasnosci liczb rzeczywistych (np. jako jednowymia-
rowej przestrzeni Banacha czy jako jednowymiarowej rozmaitosci réznicz-
kowej), dla algebraika wlasnosci algebraiczne (np. jako rozszerzenia ciala

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy srodkéw automatycznych; moz-
liwe sa wigc pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana (obi@opoka.org). Tekst
elektroniczny posiada odrebna numeracje stron.

ISformutowania tego nie nalezy oczywiécie rozumieé jako tezy ontologicznej, dotycza-
cej istnienia obiektéw abstrakcyjnych, ale jako obserwacje metanaukowa.
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liczb wymiernych), natomiast dla specjalisty z zakresu teorii mnogosci inte-
resujace sg pytania dotyczace podzbioréw continuum (czyli ,,prostej rzeczy-
wistej”) definiowalnych w odpowiedni sposéb?. Pytania z zakresu ,mnogo-
$ciowej teorii liczb rzeczywistych” sa zaawansowane technicznie i opieraja
si¢ na wynikach z zakresu podstaw matematyki i logiki formalnej.

W artykule tym nie beda (poza niezbednym minimum) prezentowane
wyniki formalne; zwrécimy raczej uwage na fakt, ze liczby rzeczywiste, do-
brze znane z zastosowan w fizyce, w chemii, w ekonomii, w psychologii,
w socjologii etc., kryja w sobie szereg nie rozwiazanych (i nierozwiazalnych!)
probleméw. Obserwacje te dostarczaja jednoczesnie inspiracji do przemyslen
na temat roli intuicji, argumentéw heurystycznych w matematyce i ograni-
czen metody formalnej.

II

Najbardziej znanym zdaniem o teoriomnogosciowym charakterze, doty-
czacym liczb rzeczywistych, jest hipoteza continuum. Przypomnijmy po-

krétce okolicznoéci, w jakich doszto do jej sformulowania?.

Tworca wspolczesnej teorii mnogosci jest Georg Cantor. Od lat siedem-
dziesiatych XIX w. badal on szeregi trygonometryczne pewnej szczegdlnej
postaci. Badania te doprowadzily go do sformutowania pojecia ,ciagu poza-
skonczonego”, czyli obiektu bedacego ,przedtuzeniem w pozaskonczonosé”
ciagu liczb naturalnych. Ta obserwacja legta u podstaw teorii zbioréw Can-
tora.

Cantor zauwazyl, ze nieskoniczone liczby kardynalne (czyli moce nieskon-
czone) sa uporzadkowane liniowo w ciag rosnacy (zwany ciagiem aleféw):
Ng, Ry,... Moc RNy to moc zbioru liczb naturalnych, moc ®; to najmniej-
sza moc nieprzeliczalna. Innym z podstawowych twierdzen udowodnionych
przez Cantora jest twierdzenie o réwnolicznosci zbioru liczb rzeczywistych
ze zbiorem potegowym zbioru liczb naturalnych*. Cantor udowodnil zatem,
ze ¢ = 280, Oczywidcie 280 > Ny, gdyz moc P(N) jest $ciéle wieksza od mocy

2Chodszi o badania prowadzone w ramach deskryptywnej teorii mnogosci, a dotyczace
np. zbioréw Borelowskich, analitycznych czy rzutowych. Por. np. [Moschovakis 1980].

3Prezentacja ta bedzie z koniecznosci skrétowa i niepetna. Czytelnika zainteresowa-
nego historia teorii mnogosci odsylamy np. do [Kanamori 1996], [Moore 1989].

4Zbiér potegowy, czyli zbiér wszystkich podzbioréw danego zbioru X oznaczamy przez
P(X). Przez 280 oznaczamy standardowo moc zbioru potegowego liczb naturalnych, przez
¢ (od continuum) — moc zbioru liczb rzeczywistych.
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N°®. Powstaje jednak pytanie, w ktérym miejscu w ciagu aleféw znajduje
sie continuum. Postawiona przez Cantora hipoteza (zwana obecnie hipoteza
continuum i standardowo oznaczana w literaturze przez CH) glosi, ze moc
continuum jest pierwsza moca nieprzeliczalna, a wiec, ze ¢ = Ny. W innym
(réwnowaznym) sformutowaniu glosi ona, ze kazdy nieskonczony podzbiér
prostej jest albo przeliczalny, albo réwnoliczny z cala prosta. Innymi stowy,
nie istnieje nieprzeliczalny podzbidr prostej rzeczywistej, ktéry bytby mocy
mniejszej niz cata prosta. Cantor poszukiwal dowodu swej hipotezy, jednak
bezskutecznie.

W pierwszych latach XX w. udowodniono szereg twierdzen, ktére mo-
wily, ze wérdéd pewnej klasy zbioréw nie znajdziemy kontrprzyktadu na hi-
poteze continuum. Najpierw udowodniono te fakty dla zbioréw doskonalych,
nastepnie domknietych, wreszcie dla Borelowskich”. Twierdzen tych jednak
nikomu nie udawalo si¢ uogélni¢ na klase wszystkich zbioréw, co byloby
réwnowazne z udowodnieniem CH.

W roku 1940 Kurt Godel udowodnil niesprzecznosé hipotezy continuum
z aksjomatami ZFC8. Okazalo sie zatem, ze CH mozna dotaczyé¢ do aksjo-
matéw ZF, nie powodujac sprzecznosci. W szczegdlnosci oznaczalo to, ze
negacja CH nie jest twierdzeniem teorii mnogosci ZFC, a wiec ze w teorii

5Twierdzenie méwiace o tym, ze dla dowolnego zbioru A moc P(A) jest wigksza od
mocy A, nosi nazwe twierdzenia Cantora.

6Cantor byt przekonany, ze jest bliski znalezienia dowodu hipotezy continuum — por.
[Moore 1989]. W artykule tym Czytelnik znajdzie duzo szczegétéw dotyczacych wezesnych
badan nad hipoteza continuum.

7Zbiér doskonaly to zbiér X, ktéry jest réwny zbiorowi swoich punktéw skupienia.
Innymi stowy, jest to zbiér domkniety, ktéry nie zawiera punktéw izolowanych. Klasa
zbioréw Borelowskich powstaje przez domkniecie klasy zbioréw domknietych na dopet-
nienia oraz przeliczalne sumy i iloczyny. Pojecie to jest wazne w topologii i teorii miary,
gdzie bada si¢ o—cialo zbioréw Borelowskich (por. dowolny podrecznik topologii lub teorii
miary).

Fakty, o ktérych mowa, oznaczaja, ze nieskoriczone zbiory doskonale, domkniete czy
Borelowskie sg albo przeliczalne, albo maja moc continuum. Mozna zatem powiedzied,
ze hipoteza continuum jest prawdziwa dla zbioréw z tych klas.

Obecnie znane sg takze silniejsze wyniki dotyczace mocy zbioréw z pewnych szczegdl-
nych klas. Wyniki te uogélniaja twierdzenia dotyczace mocy zbioréw Borelowskich.

87ZF oznacza standardowo teorie mnogoséci Zermelo—Fraenkla. Jest to najpopularniej-
sza wersja teorii mnogoéci, sformutowana w jezyku predykatéw pierwszego rzedu z iden-
tycznoscia, z jednym dwuargumentowym predykatem nalezenia €. Aksjomaty teorii ZF
obejmujg aksjomat istnienia zbioru pustego, pary, sumy, zbioru potegowego, ufundowa-
nia, schemat aksjomatéw wyrézniania i schemat aksjomatéw zastepowania. ZFC oznacza
teorie¢ mnogosci Zermelo—Fraenckla z pewnikiem wyboru. Aksjomatyke w postaci formal-
nej Czytelnik znajdzie w dowolnym podreczniku teorii mnogosci.
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mnogoéci nie da sie hipotezy continuum obali¢. Pozostawala zatem jeszcze
mozliwoé¢, ze hipoteze continuum da sie w ramach teorii mnogoéci udowod-
ni¢. Jednak w 1963 r. matematyk amerykanski Paul Cohen udowodnil, ze
réwniez negacja hipotezy continuum jest niesprzeczna z ZFC.

Metoda stworzona przez Cohena nosi nazwe forcingu. Jej odkrycie stato
sie momentem przelomowym we wspolczesnej teorii mnogosci. W uprosz-
czeniu, metoda ta polega na konstruowaniu modeli dla ZF+¢ oraz ZF+-p,
gdzie ¢ jest zdaniem, ktérego niezalezosé dowodzimy. W tym celu wychodzi
sie od pewnego przeliczalnego modelu dla teorii mnogosci M i ,,dorzuca”
do niego pewna ilo$¢ zbioréw, otrzymujac w ten sposob model o zagdanych
wlasnosciach. Model taki czesto oznacza sie przez M |G|, gdzie G jest pew-
nym szczegdlnym zbiorem, ktérego dotaczenie do modelu M ,wymusza”
odpowiednie wlasnosci modelu M[G].

Wyniki Cohena i innych badaczy pokazuja, ze moc continuum moze
przyjmowaé niemalze dowolne wartosci. Niesprzeczne z aksjomatami ZFC
jest np. zalozenie, ze moc continuum to Ny, Rig97 czy X, +1. Znaczy to tyle,
ze dla teorii ZFC+,c = Ry”, ZFC+,c = Nyg97” oraz ZFC+,c = R, 41"
istnieja odpowiednie modele.

Okazalo si¢ zatem, ze odpowiedzi na pytanie o ,prawdziwa” wartosé
continuum® nie mozemy poszukiwaé w sformalizowanej teorii mnogoéci. Hi-
poteza continuum staje sie zatem problemem z pogranicza matematyki i fi-
lozofii. Nie da sie poda¢ formalnego dowodu CH lub negacji CH, mozemy
jednak prébowaé wskazaé pozamatematyczne (filozoficzne, metodologiczne,
heurystyczne, etc.) argumenty na rzecz jej przyjecia lub odrzucenia. Me-
tody heurystyczne, jakimi postuguja sie badacze teorii mnogosci, analizuje

9Takie sformulowanie moze budzié¢ watpliwosci. Nie wszyscy matematycy uwazaja py-
tanie o ,prawdziwg wartosé¢ continuum” za dobrze postawione. Cohen twierdzi wrecz, ze
pytanie to jest bez sensu. Wedlug niego stwierdzenie, iz CH jest niezalezna od aksjomatéw
ZFC, zamyka dyskusje (por. [Albers, Alexanderson, Reid 1990]). Z drugiej strony, wielu
matematykéw twierdzi, ze wprawdzie pytanie to nie jest mozliwe do rozstrzygniecia w ra-
mach teorii ZFC, ale jest dobrze okreslonym pytaniem dotyczacym rzeczywistosci zbioréw
(por. [Godel 1947/64]). Stanowisko w sprawie CH w istotny sposéb zalezy od tego, czy
dany matematyk jest platonikiem czy formalista.

Warto tu takze wspomnieé¢ o tym, ze pytanie o prawdziwa warto$¢ continuum jest
rozstrzygnigte w ramach teorii mnogoéci drugiego rzedu (ZFC?). Dowiadujemy si¢ o tym
z metateorii, ktéra méwi nam, ze wartosé continuum we wszystkich modelach dla ZFC?
jest taka sama. Jednak z powodu braku efektywnego systemu dowodzenia tautologii logiki
drugiego rzedu nie bedziemy mogli nigdy dowiedzieé¢ sie, jaka jest ta wartosé. ZFC2
rozstrzyga ten problem, ale ,odpowiedz zachowuje dla siebie”.
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Maddy w znakomitym artykule [Maddy 1988]1%. W niniejszym artykule nie
bedziemy dyskutowaé tego zagadnienia, odsylajac czytelnika do [Maddy
1988]. Zajmiemy sie natomiast prezentacja ,filozoficznego” dowodu nega-
cji hipotezy continuum i pewnika wyboru, podanych przez Freilinga w jego
[1986].

III

Freiling analizuje pewien eksperyment myslowy, polegajacy na losowym
rzucaniu strzalek w odcinek [0, 1], Zauwazmy, ze prawdopodobiefistwo tra-
fienia w konkretna liczbe rzeczywista z przedziatu [0, 1] wynosi 0. Jest to
zgodne z naszymi intuicjami, méwiacymi nam, ze jest ,,w zasadzie niemoz-
liwe” trafi¢ w zadana liczbe.

Zastanéwmy sie teraz, jakie jest prawdopodobienistwo trafienia w liczbe
wymierna. Zbiér liczb wymiernych jest przeliczalny, a zatem liczb tych,
w stosunku do calego odcinka, jest ,bardzo malto”. Naturalne jest przy-
puszczenie, ze jest ,w zasadzie niemozliwe” trafi¢ w zbidr liczb wymiery-
nych. Intuicja ta znajduje formalne odzwierciedlenie w elementarnych wy-
nikach teorii miary, zgodnie z ktérymi prawdopodobienstwo trafienia liczby
wymiernej jest réwne 0'2. Mozemy zatem mieé pewnosé, ze rzucajac w od-
cinek strzatka ,nie grozi” nam trafienie liczby wymiernej. Fakt ten nie wy-
nika z zadnych szczegélnych wlasnosci liczb wymiernych (topologicznych,
metrycznych etc.) — jedynie z faktu, ze jest ich przeliczalnie wiele. Liczby
wymierne nie sa wsréd zbiorow przeliczalnych wyréznione: trudno jest tra-
fi¢ w jakikolwiek z géry ustalony zbior przeliczalny. Wynika to z faktu, ze
wszystkie zbiory przeliczalne maja miare réwna 0.

Wyobrazmy sobie teraz, ze rzucamy dwie strzalki, jedna po drugiej.
Oznaczymy wynik pierwszego rzutu przez x;. Zastanéwmy sig¢, czy druga
strzalka trafi w punkt rézniagcy sie od z1 o liczbe wymierna. Zauwazmy,
ze zbidr liczb rézniacych sie od danej liczby z1 o liczbe wymierna (tzn.

100czywiscie nie chodzi o to, ze postugujg, sie heurystyka przy dowodzeniu twierdzen,
ale o to, ze zastanawiaja sig, jakie (dodatkowe) aksjomaty sa ,naturalne”, ,intuicyjne”,
»pozadane” etc.

HInnymi stowy, chodzi o ,losowanie” liczby z odcinka.

12Miara probabilistyczna na odcinku [0, 1], ktéra mamy na mysli, to po prostu miara
Lebesgue’a, bedaca pewnego rodzaju uogdlnieniem pojecia dtugosci na szeroka klase zbio-
réw ,niemierzalnych za pomoca linijki”. Szczegdly techniczne dotyczace konstrukeji tej
miary nie sg istotne, wazne jest jedynie to, ze zbiory przeliczalne maja zawsze miare Le-
besgue’a 0 (zgodnie z intuicja, ze ,krétkiemu” zbiorowi przypisujemy zerows ,dlugosé”)
(por. dowolny podrecznik teorii miary i catki).
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liczb postaci x1 + r, gdzie r jest liczba wymierna) jest przeliczalny, wiec
prawdopodobienstwo jego trafienia jest réwne 0. Zatem zgodnie z tym, co
powiedzieliSmy przedtem, prawie na pewno za drugim rzutem nie trafimy
w punkt rézniacy sie od wyniku pierwszego rzutu o liczbe wymierna.

Jak ustaliliSmy, male szanse na trafienie tego zbioru nie wynikaja z jego
szczegblnej struktury, ale jedynie z faktu, ze jest on przeliczalny. Wyobrazmy
sobie wiec, ze f jest funkcja, ktéra liczbom rzeczywistym z odcinka [0, 1]
przyporzadkowuje przeliczalne podzbiory odcinka [0, 1] (oznaczmy te pod-
zbiory przez P<,([0,1])). Beda nas zatem interesowaé funkcje f: [0,1] —
P, ([0,1]). Oznaczymy teraz przez z; wynik pierwszego rzutu, a przez
wynik drugiego rzutu. Wiemy juz, ze prawie na pewno wynik drugiego rzutu
nie bedzie nalezal do zbioru przeliczalnego zwiazanego z wynikiem pierw-
szego rzutu. Symbolicznie fakt ten zapiszemy jako xo & f(x1).

Zauwazmy teraz, ze kolejnos¢, w jakiej trafiliSmy liczby x1 i z2, nie jest
istotna. Odcinek ,nie wie”, w jakiej kolejnoéci rzucaliémy strzatki'®. Zatem
ze wzgledu na symetrie¢ sytuacji, takze x1 € f(x2). Obserwacje te prowadza
nas do sformulowania nastepujacej hipotezy:

Vf:[0,1] = P<y([0,1]) 32y, 22]x1 & f(22) A 22 & f(21)] (*)

Zauwazmy, ze hipoteza ta tak naprawde jest formalizacjg stabszej intu-
icji: méwi jedynie, ze dla kazdego przyporzadkowania f: [0,1] — P<,([0,1])
istnieja dwa punkty o tej wlasnoéci, ze ani pierwszy nie nalezy do zbioru
przeliczalnego zwigzanego z drugim, ani odwrotnie. Jak pisze Freiling: ,,gdy-
by$my zatem ‘jakim$ cudem’ trafili w ‘niechciany’ zbidr przeliczalny, to mo-
zemy rzut ponowié, az do skutku”.

Okazuje sig, ze sformulowany wyzej aksjomat (*) jest réwnowazny ne-

gacji hipotezy continuum!'®.

13 Aby lepiej sobie to uzmystowié, wyobrazmy sobie, ze po prostu rzucamy obiema,
strzaltkami naraz. Nie ma wtedy potrzeby odwolywaé sie do ,czasowej symetrii ekspery-
mentu”.

14Dla porzadku prezentujemy dowéd, ktéry nie jest jednak istotny dla zrozumienia
artykulu — Czytelnik moze go pominaé.

1. (*) = —CH. Nie wprost: niech < bedzie dobrym porzadkiem na [0,1] typu Nj.
Zdefiniujmy f(z) := {y: y < z}. Oczywiscie f: [0,1] — P<,([0,1]). Gdyby (*) byl
prawdziwy, to musialyby istnie¢ x1 i z2 takie, ze x1 < x2 1 z2 < 1, co daje sprzecznosc.

2. -CH = (*). Niech z1,x2,...,2¢,... bedzie ciggiem réznych liczb rzeczywistych,
dlugosci Ry. Niech f: [0,1] — P<([0,1]). Rozwazmy teraz zbiér A = {z: (3 < Ry)z €
f(xg)}. Zbidr ten jest suma Ry zbioréw przeliczalnych, ma zatem moc Ri. Poniewaz
continuum § N1, musi istnie¢ y nie nalezace do zbioru A. Oznacza to, ze V{ < Ny,y ¢
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I\Y

Freiling wskazuje na fakt, ze aby odrzucié¢ aksjomat (*)1°, nalezaloby
odrzucié¢ jedno z czterech, oczywistych wedlug niego, zalozen:

(i) losowe wybieranie liczb z odcinka ma sens fizyczny (a w kazdym ra-
zie dostarcza intuicji, ktére matematyka powinna uwzglednié¢ i umieé
sformalizowad);

(ii) mozemy przewidzie¢, ze dany zbidr przeliczalny nie zostanie trafiony
rzucang przez nas strzatka. Zauwazmy, ze nie chodzi o stwierdzenie,
ze niemozliwe jest takie trafienie, ale ze zawsze mozliwe jest trafienie
w dopelnienie zbioru przeliczalnego, co jest znacznie stabszym zaloze-
niem.

(iii) jesli mozna dokonywaé przewidywan po zajéciu pewnego zdarzenia
wstepnego (zdarzeniem takim moze by¢ np. pierwszy rzut), za$ wynik
przewidywania nie zalezy od wyniku tego zdarzenia wstepnego, to,
w pewnym sensie, wynik ten jest juz ustalony przed zajSciem tego
zdarzenia wstepnego.

(iv) prosta rzeczywista ,nie potrafi” wskazaé kolejnoéci rzutéw!e.

Rozumowaniom Freilinga mozna postawi¢ zarzut, ze trafne skadinad in-
tuicje fizyczne (,nieskoficzenie latwiej” jest trafi¢ w dopelnienie zbioru prze-
liczalnego niz w ten zbidr) zostaly uogdlnione w bledny, zbyt ,szeroki” spo-
s6b. Méwimy bowiem o fizycznej interpretacji, czyli o ,sensie fizycznym”
rozwazan na temat losowego rzucania strzatkami (czyli losowania liczby

f(x¢). Poniewaz jednak f(y) jest zbiorem przeliczalnym, istnieje takie § < N1, ze x5 ¢
f(y). Zatem x5 &€ f(y) iy & f(zs), co konczy dowdd.

15Freiling w pracy rozwaza szereg uogélniefi aksjomatu (*):

(i) rozwaza rzuty wiekszg iloscig strzatek;

(ii) rozwaza funkcje prowadzace nie z [0, 1] w przeliczalne podzbiory odcinka, ale takze
funkcje prowadzace z [0, 1] w podzbiory odcinka miary 0;
(iii) rozwaza funkcje prowadzace z odcinka [0, 1] w podzbiory odcinka mocy mniejszej
niz continuum.
Dla kazdego z tych uogélnien Freiling dowodzi zaskakujacych wnioskéw dotyczacych
teorii miary i topologii.
16Tlustracja tej zasady bedzie np: wyobrazmy sobie, ze rzucamy kostks, po czym sta-
wiamy hipoteze co do tego, czy jutro wzejdzie stonice. Poniewaz niezaleznie od tego, jaki
bedzie wynik rzutu postawimy hipoteze, ze storice jutro wzejdzie, to mozemy powiedzieé,
ze hipoteza ta byla postawiona juz przed wykonaniem rzutu.
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rzeczywistej). Konsekwentnie moglibySmy stwierdzié, ze intuicje dotyczace
nietrafiania w zbiory przeliczalne odnosza sie tak naprawde tylko do tych
zbioréw przeliczalnych, ktérym (przy calej nieostrosci tego pojecia) mozemy
przypisaé¢ ,sens fizyczny”, i tylko do ,fizycznie sensownych” odwzorowan
f:[0,1] — P<,([0,1]). Tymczasem zbiory przeliczalne (uzywane w dowo-
dzie negacji CH), powstajace jako odcinki poczatkowe pewnego dobrego
porzadku na odcinku sa czyms, co catkowicie wymyka sie naszym intuicjom
— nie mozemy o nich absolutnie nic powiedzieé¢!”.

W rozwazaniach Freilinga mamy do czynienia z wszystkimi mozliwymi
odwzorowaniami f: [0,1] — P<,([0,1]). Jedli zatem uznamy zarzuty do-
tyczace ,fizycznej sensownosci” funkcji za zasadne, i konsekwentnie ogra-
niczymy nasze aksjomaty do wezszej klasy funkeji f: [0,1] — P<,([0,1]),
to hipotezy continuum nie da si¢ juz obali¢ (wystarczy, aby pominaé jaka-
kolwiek funkcje f: [0,1] — P<,([0,1]))!®, aby nie dalo si¢ obali¢ hipotezy
continuum. Hipoteza continuum jest bowiem rownowazna istnieniu funkcji
nie spelniajacej warunku (*). Takie rozumowanie prowadzi nas do odrzu-
cenia aksjomatéw proponowanych przez Freilinga jako nieadekwatnie (zbyt
szeroko) formalizujacych intuicje dotyczace continuum i losowoécil®.

7 drugiej jednak strony, skad a priori wiadomo, ktére funkcje maja
sens fizyczny, a ktére nie? Negacja aksjomatu (*) (réwnowazna hipote-
zie continuum) moéwi, ze istnieje taka funkcja f: [0,1] — P<,([0,1]), ze
Vay,xalxr € f(axg) Axe € f(x1)]. Czy taka funkcje mozemy zdefiniowad?
Przy zalozeniu hipotezy continuum oczywiscie tak: wezmy dowolny dobry
porzadek typu 8y na [0, 1] i zdefiniujmy f(z) := {y: y < x}. Jednak o takiej
funkcji nic nie wiemy — jej definicja jest catkowicie niekonstruktywna, po-
dobnie jak definicja niemierzalnego podzbioru [0, 1]. Nie wiemy, jaki zbiér

17 Jedli ustawimy liczby rzeczywiste z odcinka w pozaskoriczony ciag {z¢: € < c} (dhu-
gosci continuum) i bedziemy rozwazaé zbiory postaci {z: z < y}, gdzie y jest pewnym
elementem tego porzadku, to nie bedziemy wiedzieé, jak liczby z takiego zbioru sa roz-
tozone w odcinku [0, 1]. Moze np. okazaé sie, ze sa to akurat wszystkie liczby wymierne
z odcinka albo ze wszystkie te liczby sa niewymierne i zawarte w odcinku [0, 10~1090]. Nie
bedziemy w stanie sie dowiedzie¢, czy np. liczba 0 poprzedza liczbe 1 w takim porzadku.

18 Aksjomat (*) przyjalby zatem stabsza postaé:

Vf € @Iz, zofr1 & fo2) Az € f(x1)], (x)a

gdzie @ jest pewna podklasg funkcji z [0,1] w P<,([0,1]), np. klasg funkcji, ktére potra-
fimy efektywnie zdefiniowad. B

19Postugujac sie stylistyka ostatniego przypisu, znaczy to tyle, ze Freiling sformutowat
swdj aksjomat (*) dla zbyt szerokiej klasy funkcji. Nasze ,dane obserwacyjne” pozwalaja
nam jednak jedynie na sformulowanie aksjomatu (*)g dla wezszej klasy funkcji ®.
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przeliczalny przypisany jest np. liczbie 0. Majac dane liczby xq,x2, nie
mamy sposobu, aby stwierdzié, czy x1 € f(z2) — musielibySmy bowiem
umieé stwierdzié¢, w jakiej kolejnosci liczby x1 i o wystepuja w odpowied-
nim dobrym porzadku. Fakt, ze (*) jest réwnowazny CH, oznacza, ze nie da
sig takiej funkcji zdefiniowaé explicite, w ramach dostepnych nam $rodkow
jezykowych. Nawet przy zalozeniu CH definicja taka moze by¢ jedynie nie-
konstruktywna. Wszystkie funkcje, jakie potrafimy wskazaé, w szczegdlnosci
wszystkie funkcje majace sens fizyczny, spelniaja warunek (*)2°.
Argumenty Freilinga opieraja sie na uogélnieniu pewnych intuicji do-
tyczacych ,rzucania w odcinek” na klase wszystkich przyporzadkowan
f:00,1] — P<,([0,1]). Zgodnie z tym, co powiedzieliémy wczesniej, nie
jest wcale oczywiste, ze uogélnienie takie jest uzasadnione. Jednak nie po-
trafimy (nie odwolujac sie do CH i pewnika wyboru) wskaza¢ sytuacji (tj.
funkcji), dla ktérej to uogdlnienie jest nieuzasadnione. Mamy pewne nieja-
sne poczucie, ze ,,co$ jest tu niedobrze”, jednak nie potrafimy tego poczucia
doprecyzowaé. Pojawia sie zatem ,obszar niewiedzy”, do ktorego brak nam
bezposredniego dostepu. Hipotezy na jego temat mozna ,testowacd” jedynie
poprzez analize wnioskow z tych hipotez, przez analize, na ile wnioski te
sa naturalne, pozadane, na ile porzadkuja teorie?!. Analizy takie nie naleza
juz do samej teorii formalnej; dotycza raczej metodologii badan.
Zatrzymajmy sie jeszcze na krotko przy zarzutach ogélniejszej natury,
dotyczacej sensownoéci pewnych eksperymentéow myslowych. Nie ma strza-
lek ,nieskonczenie cienkich”, tak jak nie mozna ,wylosowaé” liczby z od-
cinka. Jest to daleko idaca idealizacja, ktérej nie odpowiada zadna sytuacja
fizyczna. Uznanie tego zarzutu pozwalaloby nam na odrzucenie rozwazan
Freilinga jako pozbawionych fizycznego sensu. Wyjaénienie paradoksu by-
loby zatem bardzo proste. Jednak wszelkiego typu idealizacje wystepuja
w fizyce: np. mechanika punktu materialnego bada bezwymiarowy obiekt
obdarzony masa, hydrodynamika bada przeptyw plynu niescisliwego, elek-
trostatyka bada zachowanie si¢ natadowanej czastki pomiedzy dwoma nie-
skonczonymi, natadowanymi plytami etc. Z wynikami tych badan wiazemy
pewne intuicje fizyczne, zastanawiamy sig, jak dany punkt materialny bedzie
zachowywal si¢ np. w danym polu sil, czy przeplyw pltynu bedzie turblentny,
gdzie znajdzie sie czastka po pewnym czasie etc. Jesli uznamy za sensowne
rozwazania na temat bezwymiarowego punktu obdarzonego masa i tadun-

20Gdyby bylo inaczej, to potrafiliby$émy wskazaé funkcje majaca sens fizyczny i stano-
wiaca ,zywy dowdd” hipotezy continuum.
21Taka metoda jest stosowana przez matematykéw. Por. np. [Maddy 1988].
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kiem, poruszajacego sie pomiedzy dwoma nieskoficzonymi, natadowanymi
plytami, to nie widaé¢ powodu, dla ktérego nalezaloby odrzuci¢ jako bez-
sensowne analizy dotyczace losowania liczby z odcinka. Problemy pojawiaja
sie zatem nie w momencie uznania analiz dotyczacych rzucania strzalek za
sensowne, ale w momencie nadawania naszym intuicjom postaci aksjoma-
tycznej.

Zakonczmy uwagg natury ogdlnej. Argumenty Freilinga oczywiscie nie
przekonaja zadnego ,teoriomnogosciowca”, ze negacja hipotezy continuum
jest bardziej wiarygodna niz hipoteza continuum. Wskaze on np. na fakt,
ze podobne rozumowanie stosuje sie takze do pewnika wyboru??, a pewnika
wyboru z cala pewnoscia nikt nie uzna za niewiarygodny na podstawie tak
prostych rozwazan (por. [Maddy 1988, 500]). Okazuje sig, ze pozornie oczy-
wiste i intuicyjne zalozenia ,jodstaniaja swoje prawdziwe oblicze” dopiero po
zbadaniu ich konsekwencji i catego ,matematycznego otoczenia”. Dlatego
aksjomaty Freilinga nie stanowia szczegdlnie waznego argumentu w sporze
o prawdziwo$¢ hipotezy continuum czy pewnika wyboru. Stanowia jednak
ciekawa (a formalnie prosta) ilustracje faktu, ze najbardziej abstrakcyjne
dzialy matematyki, takie jak teoria mnogosci, moga mieé¢ niespodziewane
zwiazki z hipotezami uogélniajacymi pewne intuicje fizyczne i probabili-
styczne. A na ile te uogdlnienia sa wlasciwe... To juz inna historia.
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