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PARADOKSY SKONCZONOSCI

Gaisi Takeuti, wybitny wspdlczesny logik w swoim artykule Set The-
ory and Proof Theory ([T]) okresla matematyke wspdlczesna jako $wiat
nieskoniczonego umystu (terminologia ta pochodzi od Gédla). Matema-
tycy, obdarzeni umystami skonczonymi, staraja sie pozna¢ ten Swiat po-
przez formutowanie odpowiednich aksjomatéw dla teorii mnogoéci, ktore
odzwierciedlaja nasze intuicje na temat $wiata nieskoniczonego. Nie ulega
watpliwoéci, ze Takeuti ma tu na my$li Swiat aktualnie nieskonczony,
ktory jest przejrzysty i zrozumialy dla umystu nieskonczonego, a zro-
zumialy jedynie fragmentarycznie i w sposéb wielce niedoskonaty dla
ludzi.

Powyzsze rozwazania mozna uznaé¢ za wyrazenie emocji bedacych
udzialem matematyka badajacego teorie mnogosci (jak Godel i Takeuti),
czy inne dzialy matematyki. Jednak dyskusja na temat skonczonosci
i nieskonczonosci — zaréwno potencjalnej, jak i aktualnej — nie jest
nowa i pochodzi juz od Arystotelesa, ktory wprowadzil to rozréznie-
nie. W czasach bardziej nam wspolczesnych Bolzano w Paradoksach
nieskonczonosci ([Bo]) rozwaza zbiér prawd jako zbiér aktualnie nie-
skoniczony; postuguje sie on jednak pojeciem klasy obiektéw posiada-
jacych dana wlasno$é, co — jak wiadomo — prowadzi do paradoksu
Russella. W teorii mnogosci paradoks ten zostaje wyeliminowany przez
wprowadzenie ograniczonego aksjomatu wyrézniania, za$ istnienie zbioru
nieskoniczonego zagwarantowane jest odpowiednim aksjomatem. Canto-
rowska teoria mnogosci postuguje sie pojeciem nieskonczonosci aktual-
nej; sam Cantor twierdzi, ze pojecie nieskoficzonosci potencjalnej tak
naprawde zaklada istnienie nieskoniczonosei aktualnej (por. [C]). Innego
zdania jest Skolem, wedlug ktérego pojecie nieskonczonosci aktualnej
nie ma dobrego uzasadnienia. Réwniez Robinson kwestionuje istnienie
nieskonczonosci aktualnej w jakimkolwiek sensie tego stowa (por. [R]).

*UWAGA: Tekst zostal zrekonstruowany przy pomocy $rodkéw automatycz-
nych; mozliwe sa wiec pewne bledy, ktérych sygnalizacja jest mile widziana
(obi@opoka.org). Tekst elektroniczny posiada odrebng numeracje stron.



2 Krzysztof WOJTOWICZ

W matematyce wspdlczesnej pojecie Cantorowskie jest dominujace
— matematycy na co dzien poshiguja sie obiektami nieskonczonymi, nie
zwracajac uwagi na filozoficzne kontrowersje, jakie narosty wokot pojecia
nieskoniczonosci. W niniejszym artykule pokazemy na kilku przykltadach,
ze niektére proste problemy matematyczne, zaczerpniete niejako bezpo-
Srednio z zycia codziennego, nie dadzg si¢ rozwiaza¢ bez odwotan do
zbioréw aktualnie nieskonczonych. Bedziemy zatem starali sie odpowie-
dzie¢ na nastepujace:

Pytanie zasadnicze: czego mieszkaniec potencjalnie nieskonczo-
nego $wiata moze dowiedzieé sie o tym Swiecie bez odwolywania sie do
wiedzy na temat $wiata nieskonczonego aktualnie?

Powyzsze sformutowanie nie jest jednoznaczne. Musimy doprecyzo-
waé pojecie ,mozliwej wiedzy”. Nie jest bowiem oczywiste, w jakim sys-
temie aksjomatycznym (chodzi nam o wiedze matematyczna) wiedza opi-
sujaca dany obiekt potencjalnie nieskonczony ma by¢ wyrazona. Podanie
ogblnej reguly nie jest tu chyba mozliwe. Na razie ograniczymy sie do
pewnego szczegblnego przypadku obiektu potencjalnie nieskoniczonego,
a mianowicie do zbioru liczb naturalnych. W przypadku liczb natural-
nych nie ma chyba watpliwosci co do tego, ze jest to obiekt potencjalnie
nieskonczony, gdyz reguly generowania kolejnych jego elementéw sa bar-
dzo proste.! Pozostaje pytanie o to, jaki system aksjomatyczny opisuje
zbiér liczb naturalnych. Naturalnym kandydatem jest arytmetyka Peano
pierwszego rzedu. Dyskusja na temat przyjecia logiki pierwszego rzedu
jako podstawy matematyki nie jest zakonczona; za formulowaniem ma-
tematyki w logice pierwszego rzedu opowiadali sie Godel i Skolem, ich
oponentem byl Zermelo, a wspéiczesnie np. Shapiro (por. [Sh85], [Sh91]).
Przyjmijmy jednak hipoteze robocza, podobnie jak Drake w [D], ze aby
badaé¢ matematyke, badamy jej przyblizenia wyrazone w jezykach pierw-
szego rzedu.?

1Uwaga o prostocie regul generowania nie jest bezpodstawna. Nie jest bowiem
oczywiste, jakie zbiory nieskonczone zastuguja na miano potencjalnie nieskoniczonych.
Intuicyjnie rzecz biorac, zbiér nieskonczony powstaje poprzez kolejne zastosowanie
pewnej prostej (w sensie: zrozumialej dla nas) reguty. Hailperin ([H]) utozsamia zbiér
potencjalnie nieskoriczony z systemem Posta, danym przez skonczony zbiér symboli,
wyrazen poczatkowych i produkcji (regut generowania nowych wyrazeri). Nie wnikajac
w to, czy ta konkretna definicja jest najbardziej odpowiednia, zasadne wydaje sie
przyjecie zalozenia, ze aby mowié o zbiorze potencjalnie nieskoficzonym musimy mieé
zrozumiale reguty generowania kolejnych obiektow.

2Warto tu jednak zaznaczyé, ze teza o logice pierwszego rzedu jako o podstawowej
logice dla matematyki ma licznych przeciwnikéw. Por. monografia [B-F], w ktérej
analizowane sa logiki rozszerzajace logike pierwszego rzedu, a nadajace si¢ lepiej (we-
diug autoréw) do opisu pewnych fragmentéw matematyki. Logice drugiego rzedu
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I

Inspiracja dla rozwazania problemu wiedzy na temat Swiata poten-
cjalnie nieskonczonego sg pewne twierdzenia matematyczne dotyczace
niedowodliwo$ci zdan kombinatorycznych i teorioliczbowych (i nie tylko)
w pewnych systemach aksjomatycznych. Juz Goédel udowodnil, ze bo-
gate, rekurencyjnie aksjomatyzowalne teorie sg niezupelne, co oznacza,
ze istnieja zdania, wyrazone w jezyku teorii, ktérych sie nie da ani udo-
wodnié, ani obali¢. W przypadku teorii mnogosci ZF (teoria Zermelo—
Fraenckla) do$¢ wezesnie odkryto takie zdania, na przyktad pewnik wy-
boru i hipotezecontinuum, ktoérych niesprzecznosé z teoria ZF udowod-
nit Godel w r. 1940, a niezalezno$¢ Cohen w r. 1963. Na mocy twier-
dzenia Goédla takze arytmetyka Peano jest teoria niezupela, jednak az
do r. 1977 nie byly znane konkretne przyklady zdan niezaleznych. Sam
dowdd Godla byt niekonstruktywny, i udowadnial istnienie zdania, ktére,
moéwiace nieformalnie, stwierdzalo, ze nie ma ono dowodu, a wiec wyra-
zalo pewien fakt metajezykowy. Jednak nie bylo to zdanie o , konkret-
nej” tresci matematycznej (jak np. twierdzenie Banacha—Steinhausa, czy
Stokesa); dowdd jego opieral sie na argumencie przekatniowym, beda-
cym pewnego rodzaju trikiem. (Logicy by¢ moze nie do konca zgodziliby
sie ze stwierdzeniem, ze zdanie Gddla jest pozbawione konkretnej tre-
Sci. Smorynski twierdzi, ze jest to bardzo konkretne zdanie, jednak takie
stanowisko jest, jak sie wydaje, odosobnione.) W r. 1977 Paris i Harring-
ton podali przyktad zdania o konkretnej tresci kombinatorycznej, ktore
jest niezalezne od arytmetyki Peano. Zaprezentujemy je podobnie jak
w artykule [Si 87Db].

Niech dla danego zbioru X, ,[X]¥” oznacza zbiér jego k-
elementowych podzbioréw, zas ,card X” oznacza jego moc (ilos¢ elemen-
t6w). Zachodzi wéwczas nastepujace zmodyfikowane skonczone twierdze-
nie Ramseya:

Dla wszystkich k, 1, m istnieje n tak duze, ze jezeli X = {1,2,3...,n}
oraz jezeli [X]*¥ = Cy U ... U (), to istnieje zbiér Y zawarty w X taki, ze
card Y > m, card Y > min(Y) oraz [Y]* C C; dla pewnego i < I.

Zmodyfikowane twierdzenie Ramseya jest niedowodliwe w arytme-
tyce Peano, ale jest dowodliwe w teorii mnogosci ZFC. W jego dowodzie
w istotny sposob wykorzystuje sie nieskonczone twierdzenie Ramseya
méwiace o podziatowych wlasnoéciach zbioréw nieskonczonych.?

i obronie tezy o jej podstawowym dla matematyki charakterze poswiecona jest mo-
nografia [Sh91].

3Nieskoniczone twierdzenie Ramseya méwi, ze dla nieskoficzonych zbioréw X za-
chodzi: jesli [X]* = C1 U ... U Cy, to istnieje zbiér nieskoniczony Y C X taki, ze
[Y]F C C;, dla pewnego i.
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Zmodyfikowane twierdzenie Ramseya w wypadku gdy k = [ = 2,
mozna zilustrowaé w sposob nastepujacy: dla kazdego m istnieje takie n,
ze nastepujacy fakt ma miejsce. Rozwazmy zbior n oséb o tej wlasnosci,
iz n—ta osoba uwaza, ze liczba n jest duzg liczba. Wéwczas w tym zbiorze
istnieje takich m oséb, ze wszystkie te osoby znaja si¢ nawzajem, albo
zadna z nich nie zna zadnej innej sposréd tych wyréznionych oséb i, co
wiecej, przynajmniej jedna osoba uwaza, ze liczba m jest duza (czyli, ze
wyrézniona grupa oséb jest duza).* W tym przypadku warune k = 2
oznacza, ze rozwazamy dwuelementowe zbiory 0s6b (pary), za$ warunek
| = 2 oznacza, ze zbidr par 0s6b dzielimy na dwie czesci: pary znajacych
sie¢ os6b i pary nie znajacych sie¢ oséb. Dla k,l > 2 ilustracja ta bylaby
podobna.®

Mozemy zatem stwierdzié¢, ze aby mie¢ pewno$¢ co do tego, czy nasi
goscie znaja sie, czy tez nie, musimy odwolywaé sie do teorii mnogosci
i do informacji dotyczacych podzialowych wlasnosci zbioréw nieskonczo-
nych.6

Whniosek ten wydaje sie by¢ troche paradoksalny. Aby dowiedzieé
sie czego$ o potencjalnie nieskonczonym swiecie, musimy odwotywaé sie
do informacji na temat zbioru aktualnie nieskonczonego. Warto zwrécié
uwage na fakt, ze w naszym jezyku mozemy méwié¢ jedynie o zbiorach
skoniczonych — zmienne przebiegaja klase zbioréw skonczonych. Przy
nieco dalej idacej interpretacji moglibyémy stwierdzi¢, ze aby udowodnié¢
zdanie ogdlne o obiektach skonczonych (albo zdanie szczegélowe méwiace
o nieistnieniu obiektu danego typu), musimy odwolywaé sie do faktéw
na temat zbiorow nieskonczonych.

Rozwazmy nieco inny przyklad, dotyczacy drzew (por. [Si87b]). Drze-
wem nazwiemy skoficzony zbioér T' cze$ciowo uporzadkowany taki, ze

(i) T ma element minimalny (korzen drzewa);

AW zwyklej wersji twierdzenia Ramseya brak jest warunku ,card Y > min(Y)”.
W przykladzie dla k = | = 2 znaczy to zatem, ze wéréd n oséb istnieje podgrupa m
0s0b, z ktérych albo wszystkie znaja sie nawzajem, albo zadna osoba nie zna zadnej
innej z tej grupy. Ciekawe jest, ze ta wersja jest dowodliwa bez odwolywania sie do
nieskonczonej wersji twierdzenia Ramseya.

50znacza to, ze k—elementowe zbiory oséb dzielimy na 1 czesci, na przyklad ze
wzgledu na to, jaki wynik dana k—elementowa grupa os6b uzyska jako sztafeta w biegu
na n kilometréw (albo w jakim czasie rozmontuje na cze¢sci samochdd etc.). Twier-
dzenie Ramseya méwi, ze istnieje m—elementowy podzbiér Y zbioru X taki, ze kazda
k—elementowa ekipa, utworzona z cztonkéw zbioru Y uzyska taki sam wynik. Zbiér
ten nosi nazwe jednorodnego. Czesto moéwi sie tez o kolorowaniu k—elementowych
podzbioréw za pomocs, [ koloréw C1, ..., C;. Jednorodnosé zbioru Y wyraza sie w ten
sposob, ze kazdy jego k—elemetowy podzbiér ma ten sam kolor.

SMowigc bardziej $cidle: aby mieé pewnosé co do tego, ze niezaleznie od tego, jaka,
liczbe m ustalimy, to zawsze bedziemy mogli zaprosié¢ tyle oséb, ze...
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(ii) dla kazdego elementu x € T, zbiér poprzednikéw x jest liniowo
uporzadkowany.

Kazde dwa elementy drzewa z, y maja najwieksze ograniczenie dolne,
ktére oznaczamy x A y. Niech T'i S beda drzewami. Wlozeniem T w S
nazwiemy funkcje ¢: T — S taka, ze dla wszystkich z,y € T, ¢p(x Ay) =
o(x) A ¢(y). Powiemy, ze drzewo T jest wkladalne w drzewo S (co ozna-
czamy przez T F 5), jezeli istnieje wlozenie T' w S.

Mozemy teraz sformutowaé skonczona wersje twierdzenia Kruskala,
pochodzaca od Friedmana: Dla kazdej liczby naturalnej C istnieje liczba
naturalna n = n., taka, ze jesli 11, ...}, jest skonczonym ciagiem drzew,
takim, ze card (T') < c¢idla ¢ < n, to istnieja dwa rézne i, j takie, ze
i < j <n,oraz T; - Tj.

Okazuje sie, ze podana wyzej wersja twierdzenia Kruskala nie jest
dowodliwa w arytmetyce Peano, i ze do jej udowodnienia potrzebna jest
nieskoniczona wersja twierdzenia Kruskala (ktéra méwi, ze w kazdym
nieskonczonym ciagu drzew znajda si¢ dwa drzewa, z ktorych jedno jest
wkladalne w drugie).

Przytoczone powyzej twierdzenie Kruskala moéowi tyle, ze kazdy ciag
drzew o pewnej dlugosci (spelniajacy pewien dodatkowy, techniczny wa-
runek wzrostu) zawiera pare drzew taka, ze jedno z drzew jest wkladalne
w drugie. Zdanie to odnosi si¢ do potencjalnie nieskonczonego zbioru
wszystkich skonczonych ciagéw sktadajacych si¢ ze specyficznych grafow
skonczonych (drzew), speliajacych pewien techniczny warunek wzro-
stu. Nie ulega watpliwosci, ze zbiér ten mozemy zaliczyé do zbioréw
potencjalnie nieskonczonych. Reguly generowania kolejnego ciagu drzew
z ciagow juz istniejacych sa proste, konstruktywne i spetniajg ,warunek
prostoty”.

Powstaje pytanie, dlaczego nie mozna po prostu do arytmetyki Pe-
ano dolaczyé¢ twierdzenia Ramseya i twierdzenia Kruskala (oraz kilku
innych niezaleznych od arytmetyki Peano twierdzen tego typu), aby wy-
eliminowaé¢ paradoksy omawiane powyzej. Nie bedzie wowczas zdan na
temat Swiata potencjalnie nieskonczonego niedowodliwych w naszej teo-
rii tego Swiata. Podejscie takie jednak powoduje wiklanie sie w trudnosci
dwojakiej natury:

(1) Kazde skonczone (a nawet kazde rekurencyjne) rozszerzenie na-
szej teorii bedzie, na mocy twierdzenia Godla, niezupelne. Mozna ow-
szem mie¢ nadzieje ze ,konkretnych zdan matematycznych” niezaleznych
od naszej teorii jest skoniczenie wiele. W takiej sytuacji wystarczyloby
dotaczy¢ je wszystkie, a zdania pozostale zaliczy¢ do klasy zdan ,,patolo-
gicznych”, powstajacych poprzez niekonstruktywne, trikowe argumenty.
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Zdania takie nie miatyby zadnego znaczenia z punktu widzenia zdobywa-
nia istotnej wiedzy o éwiecie.” Nie ma jednak gwarancji, ze takich zdan
jest skonczenie wiele i ze dla kazdego rekurencyjnego rozszerzenia na-
szej teorii nie istnieja istotne, pelne konkretnej treéci zdania niezalezne.
Z kolei nierekurencyjne rozszerzenie naszej teorii do teorii zupelnej (ta-
kie oczywiscie istnieje) trudno byloby zaliczy¢ do klasy obiektéw poten-
cjalnie nieskoficzonych, gdyz brak jest prostych regul generowania (brak
jest tu w ogole jakichkolwiek skoficzonych regul generowania). Mieliby-
Smy wéwczas opis §wiata potencjalnie nieskonczonego, ale sam opis bytby
zbiorem aktualnie nieskonczonym. Rozwiazanie to nie jest zadowalajace.

(2) Drugi problem jest z filozoficznego punktu widzenia znacznie po-
wazniejszej natury. Gdybysmy nawet uznali, Ze istotnych (przy calej nie-
jednoznacznosci tego terminu) zdan niezaleznych jest skonczenie wiele
i rekurencyjne uzupelnienie naszej teorii istnieje, to na podstawie jakich
kryteriéw mielibySmy decydowaé, czy dla danego zdania niezaleznego ¢
do naszej teorii dotaczaé ¢, czy jego negacje? Wymagaltoby to ,caloscio-
wego ogladu” tworzonego przez nas potencjalnie nieskonczonego Swiata,
dzigki ktoremu uzyskalibySmy wiedze, czy w klasie np. ciggdéw skonczo-
nych drzew znajdzie si¢ ciag o pewnych wiasnosciach, czy tez nie. To
z kolei trudno byloby pogodzi¢ z koncepcja zbioru potencjalnie nieskon-
czonego jako dopiero tworzonego obiektu.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze pojecie zbioru (obiektu) poten-
cjalnie nieskonczonego jest stabe; zbyt stabe, aby nie wiktajac si¢ w trud-
noéci mozna bylo oprzeé¢ na nim nawet te fragmenty matematyki, ktore
potencjalnie nieskonczone obiekty opisuja. Aby dobrze opisaé¢ rzeczywi-
stos¢ potencjalnie nieskonczona, musimy korzysta¢ z wiedzy na temat
obiektow nieskoniczonych. Jak do tej wiedzy dochodzimy i jak ja uzasad-
niamy, to odrebne zagadnienie.

IT
W poprzednim paragrafie analizowaliSmy zwiazki pomiedzy Swiatem
potencjalnie nieskonczonym a swiatem aktualnie nieskoficzonym. Wie-
dze rozumieliémy przy tym jako ogdt konsekwencji wynikajacych z danej
teorii. Takie rozumienie wiedzy nie pozwala na analizy dotyczace ,ztozo-
noéci obliczeniowej” procesu dochodzenia do wnioskéw; krétko méwiac,

"Tu pojawia sie problem, co to znaczy ,istotna wiedza o $wiecie”. Dla specjali-
sty od réwnan rézniczkowych Goédlowskie zdanie niezalezne bedzie pewnego rodzaju
ciekawostka, podczas gdy dla logika znajomosé zdan tego typu bedzie istotnym wzbo-
gaceniem wiedzy o jego swiecie. Jednak mozna zaryzykowaé twierdzenie, ze logicy sa
w tym przypadku wyjatkiem i ze pojecie ,zdania o konkretnej tresci matematycznej”
jest przez matematykéw rozumiane podobnie.
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nie uwzglednia ona faktu, ze dowiedzenie pewnych twierdzen i rozstrzy-
gniecie pewnych probleméw moze by¢ niemozliwe z praktycznego punktu
widzenia. W tym paragrafie odejdziemy od koncepcji wiedzy, jako ,,ogotu
konsekwencji danej teorii” na rzecz ,praktycznie uzyskiwalnej wiedzy”.
Polega to oczywiscie na przejsciu od mozliwosci logicznej (wiemy to,
czego udowodnienie jest logicznie mozliwe, tzn. mozliwosé udowodnienia
tych zdan jest logicznie niesprzeczna) do mozliwosci praktycznej (wiemy
to, co praktycznie mozemy udowodnié). Pojecie mozliwosdci praktycznej
jest oczywiscie zmienne i nieprecyzyjne, jednak uzycie go jest konieczne
dla lepszego zrozumienia struktury naszej wiedzy.

Zwréémy uwage na fakt, ze podobnie jak w przypadku twierdzenia
Ramseya, konkretne instancje twierdzenia Kruskala, tzn. zdania postaci
np. ,dla ¢=999 istnieje takie n, ze...” sa dowodliwe w PA. Mamy tu
jednak do czynienia z ciekawym zjawiskiem. Dowody tych konkretnych
instancji sg niezwykle skomplikowane. Jak udowodnit Friedman (por. [Si
87b]), dla ¢=12 odpowiednia, spelniajaca warunki twierdzenia liczba n =

2

n12 bylaby wicksza niz 92" (kropki oznaczaja 1000 wykladnikéw). Co
wiecej, dowdd, ze dla ¢ = 12 istnieje odpowiednie n = nis mialby wiecej
2

niz 22 krokéw (kropki oznaczaja 1000 wyktadnikéw).

Powstaje pytanie: jaki jest status wiedzy tego typu? Dla finitysty,
odrzucajacego istnienie zbioréw nieskonczonych udowodnienie tej kon-
kretnej, prostej w sformutowaniu, instancji twierdzenia Kruskala nigdy
nie bedzie mozliwe. Hipoteza o istnieniu odpowiedniego ciagu drzew po-
zostanie dla niego hipoteza nierozstrzygnieta, gdyz émiato mozna uznac,
ze przeprowadzenie dowodu tej dtugosci jest niemozliwe w praktyce; byé
moze spedzi on cale zycie na (oczywiscie bezowocnym) poszukiwaniu
dowodu albo kontrprzyktadu.® Jednak jego kolega wierzacy w zbiory
nieskonczone bedzie przekonany, ze taki ciag drzew nie istnieje i bedzie
potrafil ten fakt (w swoim pojeciu) udowodnié. Z logicznego punktu wi-
dzenia przytoczona powyzej konkretna instancja twierdzenia Kruskala
oczywiscie jest fragmentem wiedzy finitysty na temat $wiata, gdyz for-

8Nalezy jednak zwrécié¢ uwage na fakt, ze dtugosé ,,praktycznych” dowodéw ma-
tematycznych (tzn. takich, jakie pojawiajg si¢ w artykutach, na wykltadach czy semi-
nariach) nie zawsze odzwierciedla logiczna zlozono$é danego dowodu. Czgsto mamy
bowiem do czynienia z duzymi uproszczeniami, ktére moga wynikaé¢ np. z odwolania
sie do metateorii albo do wynikéw silniejszej teorii. Jednak wydaje si¢, ze w przypadku
minimalistycznego stanowiska, odrzucajacego istnienie zbioréw (aktualnie) nieskon-
czonych, tego typu uproszczenia nie beda sie pojawiaé. Z cala pewnoscia za$ ztozonosé
logiczna odzwierciedla rzeczywista dlugo$é dowodu przy formalistycznym rozumieniu
matematyki jako gry symboli.



8 Krzysztof WOJTOWICZ

malny jej dowdd w teorii finitysty istnieje (jest tylko do$é zlozony, ale
to przy takim rozumieniu wiedzy nie ma znaczenia). Czy jednak i ten
wniosek nie jest nieco paradoksalny? Finitysta nie wie, ze ,wie”, jaka jest
odpowiedz na pytanie o istnienie ciagu drzew; natomiast wie o tym fakcie
infinitysta. Wyglada na to, ze finitysta musialby zwrdécié sie do swojego
kolegi z pytaniem: ,Powiedz mi, co moge wiedzieé, tzn. co moge udo-
wodnié. Nie pytam jednak o to, co jest prawda, bo przeciez inaczej rozu-
miemy pojecie prawdy”. Przypomina to sytuacje, w ktorej fizyk zwraca
sie z prosbha o porade do astrologa czy wrézki, gdyz dla finitysty zbiory
nieskonczone sa tym, czym dla fizyka sily magiczne.

W tym miejscu warto zwrdci¢ uwage na jeszcze jeden ciekawy fakt.
Okazuje sig, ze aby udowodni¢ skoniczona wersje twierdzenia Kruskala,
musimy odwolywaé sie nie tylko do zbioréw nieskonczonych przeliczal-
nych, ale musimy réwniez odwolaé sie do zbioréw nieprzeliczalnych (por.
[Si 87h]). Zatem nawet infinitysta, ale uznajacy jedynie istnienie zbioréw
nieprzeliczalnych, nie bylby w stanie udowodnié tego twierdzenia, czyli
nie bylby w stanie sie dowiedzieé, czy w jego potencjalnie nieskonczo-
nym, zawierajacym wszystkie mozliwe ciagi drzew, Swiecie odpowiedni
ciag drzew istnieje, czy tez nie. Nie wchodzac w szczegdly techniczne,
warto w tym miejscu zauwazy¢, ze dla udowodnienia twierdzenia Kru-
skala potrzebna jest teoria znacznie silniejsza niz arytmetyka Peano. Do
udowodnienia tego twierdzenia nie wystarczy nawet silniejsza od aryt-
metyki Peano teoria, znana w literaturze jako ATR, (por. [Si 85]). Jest
to dos¢ silna z punktu widzenia praktyki matematycznej teoria, pozwa-
lajaca udowodni¢ wiele ,prawdziwych” twierdzen matematycznych nie-
dowodliwych w arytmetyce Peano.” Warto tu podkredli¢ fakt, ze dla
udowodnienia twierdzenia Kruskala musimy odwotywaé sie do zbioréw
nieprzeliczalnych, zatem nawet przy skrajnym rozumieniu zbioru poten-
cjalnie nieskonczonego po prostu jako zbioru przeliczalnego, paradoksu
nie da sie uniknaé.'® Jest to réwniez przyczynek do dyskusji na temat

9Méwiac precyzyjnie, jest to jedno z rozszerzen arytmetyki elementarnej. Rozsze-
rzenia takie badane sg w ramach tzw. matematyki odwrotnej (por. np. [D], [K], [M],
[Si85], [Si87a], [Si87b], [Si88]). Program ten, zainicjowany przez Friedmana w r. 1974,
ma na celu zbadanie, jak silne rozszerzenia arytmetyki liczb naturalnych (a co za tym
idzie jak silne zalozenia teoriomnogos$ciowe) sa potrzebne dla dowodzenia twierdzen
z analizy, topologii czy innych dzialéw matematyki.

0Powstaje tu pytanie, czy zbiér potencjalnie nieskonczony moze byé¢ nieprzeli-
czalny. Odpowiedz zdroworozsadkowa jest negatywna; by¢ moze jednak mozna sen-
sownie mowi¢ o nieprzeliczalnych zbiorach potencjalnie nieskonczonych. Na pewno
jednak nie bedzie to zgodne z interpretacja zbioru potencjalnie nieskoriczonego jako
powstajacego ze skorniczonego ,zbioru wyjsciowego” przy pomocy skonczonej ilosci
regul generowania (taka interpretacja jest przyjeta np. w [H]).
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zbioréw nieprzeliczalnych. Widzimy zatem, ze dla dowodzenia twierdzen
na temat istnienia zbioréw nieskonczonych musimy odwolywaé sie do
faktéw na temat zbiorow aktualnie nieskonczonych, w tym réwniez do
zbioréw nieprzeliczalnych. Zas z praktycznego punktu widzenia nawet
uzyskanie wiedzy na temat zbioréw skonczonych wymaga skorzystania
z wiedzy na temat zbioréw nieskonczonych. Zobaczmy, ze zjawiska po-
dobnego typu wystepuja rowniez w teorii mnogosci.

111

W teorii mnogosci niezalezno$é pewnych zdan znana jest od dawna;
przykladem moze by¢ tu pewnik wyboru czy hipoteza continuum. Dzieki
metodzie forsingu, odkrytej przez Cohena udowodniono niezalezno$é¢ du-
zej ilodci zdan teorii mnogosci. Brak bylo jednak wynikéw dotyczacych
niezaleznosci dotyczacych ,konkretnych” zdah matematycznych.!! Nie-
zalezno$¢ znana byta w przypadku zdan ,abstrakcyjnych” lub metamate-
matycznych. Obecnie jednak znane sg rowniez przyktady ,konkretnych”
zdan niezaleznych. Wyniki Friedmana [F 81] pokazuja, ze pewne twier-
dzenia dotyczace funkcji borelowskich okreslonych na kostce Hilberta
o wartosciach w odcinku [0,1] nie dadza sie udowodnié bez silnych za-
lozen dotyczacych liczb Mahlo.!? Co wiecej, zdanie to jest niezalezne
rowniez od aksjomatu konstruowalnosci V' = L, ktérego przyjecie usuwa
niezalezno$¢ w przypadku standardowych zdan niezaleznych, jak pewnik
wyboru czy hipoteza continuum. Widaé wiec, ze rozstrzygniecie pytan
dotyczacych pewnych wlasnosci funkcji borelowskich z kostki Hilberta
w odcinek (a wigc obiektéw konkretnych) wymaga przyjecia bardzo sil-
nych zalozen wykraczajacych poza ogdlnie przyjete w matematyce aksjo-
maty istnienia zbioréw. Co wiecej, podobna sytuacja ma miejsce w przy-
padku pewnych zdan kombinatorycznych dotyczacych obiektéw skon-
czonych (por. [F 86]). Dla udowodnienia tych zdan takze konieczne jest
przyjecie zatozen dotyczacych liczb Mahlo. Oznacza to, ze w kontekscie
scodziennych” probleméw matematycznych pojawiaja sie nieusuwalne

HPpojawia sie tu znowu problem, co to sg ,konkretne zdania matematyczne”.
Znowu, podobnie jak w przypadku zdan logiki, brak jest jasnego i oczywistego kry-
terium. Mozna chyba jednak zgodzi¢ sie, ze twierdzenia dotyczace rownan réznicz-
kowych, proceséw stochastycznych, rozmaitosci rézniczkowych etc. sa bardziej ,kon-
kretne”, niz np. zdania dotyczace ultrafiltréw na duzych liczbach kardynalnych, choé
nie wszyscy matematycy musza podzielaé¢ te opinie.

12Nie wchodzac w szczegdly techniczne, odnotujmy fakt, iz Friedman podal przy-
klad zdania dajacego sie udowodnié przy zalozeniu, ze dla kazdego n istnieje liczba
n—Mabhlo, ale nie dajacego sie udowodni¢ przy zaltozeniach stabszych. Liczby Mahlo
(n—Mahlo) to duze liczby kardynalne, ktérych istnienia nie da si¢ udowodnié¢ w teorii
mnogosci ZFC.
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zalozenia teoriomnogosciowe, dotyczace juz nie tylko zbioréw nieskon-
czonych aktualnie, zbioréw nieprzeliczalnych, ale bardzo duzych zbioréw
nieskoniczonych, ktérych istnienia w ZFC nie mozna udowodnié¢ (jest ono
niezalezne od ZFC).

v

7Z przedstawionych powyzej przyktadow twierdzen wynika, ze prawdy
o $wiecie skonczonym, czy potencjalnie nieskonczonym, mozemy dowie-
dzie¢ sie jedynie odwolujac sie do wiedzy na temat Swiata nieskonczo-
nego. Nie jest to oczywiscie dowdd na to, ze metody infinitystyczne w ma-
tematyce sa konieczne; dowodzenie tego byloby wywazaniem od dawna
otwartych drzwi. Jednak swiadomo$é, ze dla poznania $wiata skonczo-
nego musimy odwolywaé sie do wiedzy na temat Swiata nieskonczonego,
badZ to z przyczyn logicznych, badz technicznych (por. wyniki z rozdz.
IT) moze ulatwi¢ refleksje na temat struktury naszej wiedzy, czy na te-
mat zobowigzan ontologicznych réznych teorii. Podobnie wyniki Fried-
mana méwiace nam, ze na pewne proste pytania matematyczne moze
nie byé prostych odpowiedzi, prowokuja do postawienia (po raz kolejny)
problemu prawdy w matematyce i metod jej poszukiwania. Wyniki doty-
czace zaleznosci miedzy nieskoficzonoscia potencjalna i aktualna (jezeli
przyjmujemy taka interpretacje) moga stanowié¢ drobny przyczynek do
dyskusji na temat finityzmu, czy polemiki ze stanowiskiem odrzucaja-
cym zbiory nieprzeliczalne. Jest to wreszcie rowniez pewien dowdd na
to, ze sama matematyka dostarcza wciaz wielu nowych i ciekawych py-
tan filozoficznych.
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