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O NIEUSUWALNOSCI PODMIOTU
MATEMATYCZNEGO

Jak sie zdaje po okresie dominacji syntaktyki i semantyki w bada-
niach nad jezykiem, szczeg6lnie jezykami formalnymi, przyszedt czas
rozwijania pragmatyki. Pragmatyka powstaje w momencie, kiedy do
rozwazan semantycznych dotaczymy uzytkownika jezyka, zwanego da-
lej Podmiotem. Zadaniem tego artykutu jest argumentacja za tym, ze
Podmiot Matematyczny jest konieczny do rozwazan z zakresu filozofii
matematyki. PoSrednio argumentuje rowniez za tym, ze krytyka psy-
chologizmu dokonana przez wielkich filozoféw jak np. Fregego czy
Husserla powinna sta¢ si¢ przedmiotem ponownej debaty filozoficzne;.

1. DEFINICJE I WYJASNIENIA TERMINOW

Zacznijmy od rozjasnienia terminu ,,nieusuwalno$¢”’, wystepuja-
cego w tytule artykulu. W logice znana jest definicja tzw. konserwa-
tywnego rozszerzenia teorii. Teoria T jest konserwatywnym rozszerze-
niem teorii 7'; jezyk teorii 7' jest rozszerzeniem jezyka teorii 7'; kazde
twierdzenie teorii 71 w jezyku teorii T jest twierdzeniem 7 oraz kazde
twierdzenie teorii T jest twierdzeniem teorii 7';. Definicja ta ma na-
prowadzi¢ nasza intuicje na wlasciwe tory. Przez analogie stworzymy
pojecie rozszerzenia teorii w nieformalnym sensie. Obecnie przez nie-
formalng teori¢ rozumie¢ bedziemy na przyktad filozofie matematyki
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i nazywaé¢ FM'. Mozna jg sobie wyobrazaé réwniez jako zbi6r zdar.
Zat6ézmy, ze rozszerzamy jezyk FM w ten sposdb, ze dolaczamy nowe
pojecie (pierwotne)? i formutujemy zdania z jego uzyciem?. T rozsze-
rzong teori¢ nazwiemy FM;. Powiemy, Ze jaki$ termin teorii FM; jest
nieusuwalny z F My, jesli w teorii F M| mozna wyja$ni¢ lub nawet do-
brze sformutowac jaki§ wazny problem wyrazony w jezyku teorii FM.
Wspomniana analogia z konserwatywnym rozszerzeniem teorii polega
na tym, ze w rozwazanym przypadku wilasnie F M, nie jest konserwa-
tywnym rozszerzeniem teorii FM. Gléwna teza mojego artykutu jest
taka, ze pojecie Podmiotu Matematycznego jest nieusuwalne z filozofii
matematyki.

2. PRZYKEADY WSKAZUJACE NA NIEUSUWALNOSC
PODMIOTU

Zatem na mocy powyzszego ustalenia wystarczy znalezé wazny*
problem filozofii matematyki (rozumianej szeroko), ktérego ona nie jest
w stanie rozwigzac bez pojecia Podmiotu Matematycznego.

2.1. MODEL ZAMIERZONY

Logicy i matematycy czesto postuguja sie pojeciem modelu zamie-
rzonego. Jest tak szczegdlnie w odniesieniu do arytmetyki Peana (PA)
pierwszego rzedu, dla ktérej obowigzuja: twierdzenie Godla o niezupet-

!"Tutaj rozumiem filozofi¢ matematyki szeroko i zaktadam, ze filozofia logiki jest jej
czescig.

2, Pojecia pierwotne” to sktadnik zargonu filozoficzno-matematycznego. Raczej na-
lezatoby powiedzie¢ ,,termin niezdefiniowany”.

3Wydaje sie, ze nie powinno to by¢ pojecie zdefiniowane, gdyz mozna je wyelimino-
wacé, na co zwrdcit uwage J. Dadaczyniski. Jednak nie jest to catkiem oczywiste. Moze
by¢ bowiem tak, Ze pojecie definiowalne pozwala na jaki$ szczegdélny wglad w zamie-
rzone uniwersum teorii.

#Ktéry problem jest wazny dla danej dyscypliny, a ktéry nie jest wazny, ustalajg
specjaliSci z tej dziedziny. OczywiScie zasadno$¢ powyzszych rozwazan zaleze¢ bedzie
od uznania przez specjalistéw czy podane przyktady dotycza waznych probleméw.
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nosci oraz twierdzenia Skolema-Lowenheima®. Termin ten jest w uzy-
ciu ze wzgledu na istnienie nieizomorficznych modeli, r6znych od mo-
delu zamierzonego arytmetyki PA. Te inne modele zwane sa modelami
niestandardowymi. Quinon i Zdanowski (w [Quinon]) odr6zniajg mo-
del standardowy od zamierzonego. Wedlug nich klasa modeli zamie-
rzonych jest podklasa wtasciwa klasy modeli standardowych. Dzieje si¢
tak z powodu wymogu rekurencyjnosci nalozonego na relacje izomor-
fizmu. Uwazaja, ze pojecia modelu standardowego i niestandardowego
sq dobrze zdefiniowane metamatematycznie.

Przyjrzyjmy si¢ jak sprawa si¢ rzeczywiscie przedstawia. Ot6z na
przyktad Grzegorczyk (w [Grzegorczyk, 258]) podaje nastepujaca de-
finicje modelu standardowego: model Ny =< N, 0, 1, + > i kazdy mo-
del z nim izomorficzny nazywamy modelem standardowym. Natomiast
klasyczny podrecznik z teorii modeli nazywa modelem standardowym
strukture M =< w, +,-, 5,0 >, gdzie +, -, S oraz 0 majg swoje zwykte
znaczenie (por. [Chang, 42]). Jeszcze inaczej sprawe traktuje Hodges
(w [Hodges, 32-33]), ktéry uwaza, ze dla arytmetyki Peana pierwszego
rzedu model standardowy to model zamierzony, a wszystkie inne nieizo-
morficzne modele nazywa niestandardowymi. Mamy zatem do czynie-
nia z pewnym galimatiasem terminologicznym i nie jest tak, jak pisza
Quinon i Zdanowski, ze sprawa jest od strony definicyjnej catkiem jasna.
Opisana sytuacja rzeczywiScie nie powoduje niejasnosci, bo terminy sg
zdefiniowane precyzyijnie, a definicje maja charakter syntetyczny®. Co
jest tutaj istotne to to, Ze jest problem z odréznieniem modelu standar-
dowego od zamierzonego. Model standardowy moze by¢ scharaktery-
zowany ostensywnie — przez wskazanie. Natomiast modelu zamierzo-
nego nie wystarczy wskazac. Przystuguje mu bowiem cecha bycia za-
mierzonym, a jest to pojecie epistemiczne (pragmatyczne). Jesli jeszcze
mozna si¢ upieraé, ze wyrazenie standardowy jest jednoargumentowym
predykatem, to juz w przypadku wyrazenia zamierzony mamy do czy-

3Oczywiscie twierdzenie Godla o niezupetnosci dotyczy znacznie szerszej klasy
teorii.

Quinion i Zdanowski pisza, ze model jest standardowy jesli jego uniwersum upo-
rzadkowane jest w typ w.
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nienia z predykatem co najmniej dwuargumentowym — model M jest
modelem zamierzonym przez Podmiot P. Odwotuje si¢ ono do wlasno-
$ci Podmiotu. Ciekawy argument za tym podaja Quinon i Zdanowski.
Biegnie on tak:

e Podstawowe operacje arytmetyczne sg obliczalne.

e Psychologiczna wersja Tezy Churcha: Dowolna wlasnos¢, ktéra
cztowiek potrafi oblicza¢, moze by¢ obliczona przez maszyn¢ Tu-
ringa.

e Model arytmetyki spetnia aksjomat indukcji.

o Twierdzenie Tennenbauma: Niech M bedzie dowolnym modelem
arytmetyki Peana. Jedli interpretacje dodawania i mnozenia w M
sg rekurencyjne, to M jest standardowym modelem arytmetyki
(z porzadkiem typu w).

e Przy powyzszych zalozeniach; model arytmetyki ma uniwersum
w-uporzadkowane.

Epistemiczno$¢ pojecia modelu zamierzonego zasadza si¢ na odwo-
Taniu do psychologicznej wersji Tezy Churcha, ktéra jest wymieniona
jako druga przestanka. Nazywanie tej wersji psychologiczng nie jest
catkiem wtasciwe. Ten termin jest wieloznaczny i moze powodowaé
kontrowersje. W szczegélnoSci moze on nawigzywac¢ do wspomnia-
nego sporu Fregego i Husserla z psychologizmem. Przez psycholo-
gizm w filozofii matematyki rozumiem poglad, wedtug ktérego poje-
cia matematyczne wywodzg si¢ z praw psychologicznych. Charakter
owego wywodzenia moze by¢ rézny’. Wydaje mi sie, ze spér pomie-
dzy psychologistami i antypsychologistami polegat na tym, ze nie wy-
odrebniono precyzyjnie dwéch gatezi nauki o umysle; z jednej strony
psychologii, a z drugiej strony teorii umystu (kognitywistyki). Jednym
z przejawow tej dystynkcji jest odréznianie sqdow w sensie psycholo-
gicznym od sqdow w sensie logicznym. Ciekawe jest tutaj to, ze zadna

"Moze ono by¢ rozumiane w sensie eksplikacji, pochodzenia czy jeszcze innym.
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z wymienionych nauk nie ma charakteru normatywnego (w przeciwien-
stwie do np. logiki). Obie natomiast majg charakter empiryczny, z tym
jednak zastrzezeniem, ze termin empiryczny ma rézne znaczenia w oby-
dwu przypadkach. W przypadku psychologii empiryczny jej charakter
zasadza si¢ na opisie faktualnych wtasnosci cztowieka jako Podmiotu.
Dla takiego Podmiotu Teza Churcha jest fatszywa i dlatego uwazam,
ze nazywanie tej wersji Tezy psychologiczng jest niewlasciwe. W przy-
padku nauk o umySle, empiryczno$¢ dotyczy wyidealizowanych moz-
liwosci Podmiotu. Idealizacja dotyczy tego, co Podmiot moze zrobié
zasadniczo tzn. pomijajac drugorzedne (pokonywalne) ograniczenia ta-
kie jak czas, skoficzono$¢ pamigci czy ograniczonos$¢ czasoprzestrzeni.
Teza Churcha — podajac ograniczenie (gérne) na mozliwosci oblicze-
niowe Podmiotu — kreuje jego okreslong koncepcje. Tak ujety Podmiot
pozwala na nietrywialne wprowadzenie pojecia modelu zamierzonego.
Wida¢ to klarownie na podstawie przytoczonego rozumowania. Dla po-
rzadku nalezy wspomnie¢, ze warto$¢ logiczna Tezy Churcha nie jest
rozstrzygnieta. Zatem moze by¢ tak, ze jest ona fatszywa. Co za tym
idzie, mozliwoSci efektywnej obliczalnoSci Podmiotu moga by¢ wiek-
sze, a w konsekwencji pojecie modelu zamierzonego szersze. Zatoze-
nie prawdziwosci TC jest niesprzeczne z matematyky klasyczna, choé
nie jest w jej obrebie sformutowane precyzyjnie. Natomiast w obrebie
matematyki intuicjonistycznej TC ma posta¢ formutly i z wieloma nie-
klasycznymi aksjomatami tej matematyki jest ona niesprzeczna.

2.2. LEMAT KONIGA

Kolejny argument za nieusuwalnos$cia Podmiotu Matematycznego
z FM; pochodzi¢ bedzie z rozwazan zwigzanych z lematem Koniga.
Najpierw przytocze wersje przeliczalng lematu:

Lemat Koniga Dowolne nieskoriczone drzewo 7', ktore jest skoriczenie
generowalne posiada gataz nieskoriczona®.

8Wersja tego lematu, w ktérej wymaga si¢ zeby drzewo T bylo binarne, nosi w lite-
raturze nazwe weak Konig’s lemma — WKL.
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Lemat ten jest prawdziwy w obrebie matematyki klasycznej. Dla zrozu-
mienia o czym on mowi, trzeba poda¢ kilka definicji. Klasycznie samo
pojecie drzewa mozna wprowadzi¢ na kilka sposobéw. Mozna zrobié
to wychodzac od pojecia grafu albo od pojecia zbioru czesciowo upo-
rzqdkowanego. Smullyan (w [Smullyan 1995, 3]) wprowadza pojecie
drzewa nastepujaco. Nieuporzgdkowane drzewo T tworza:

e (1) Zbioér X elementéw zwanych punktami.

e (2) Funkcja [, ktéra kazdemu punktowi x drzewa 7" przyporzad-
kowuje liczbe naturalng /(x) zwang poziomem tego punktu.

e (3) Relacja R okreSlona w X spelnia warunki:

(a) istnieje jeden tylko punkt x; majacy poziom 1 (przodek
drzewa);

(b) kazdy punkt drzewa T, r6zny od przodka, ma tylko jeden bez-
posredni poprzednik;

(c) dla dowolnych punktéw x,y, jesli y jest nastepnikiem x, to
I(y)= l(x)+ 1.

Nieuporzadkowane drzewo T jest uporzqgdkowane jesli istnieje funk-
cja, ktoéra przyporzadkowuje kazdemu punktowi uporzadkowany zbior
jego bezposrednich nastepnikéw. Jesli liczba bezposrednich nastepni-
kow jest rowna O lub jest skoficzona, to drzewo nazywa si¢ skoriczenie
generowalnym. Liczba naturalna przyporzadkowana punktowi korico-
wemu galezi jest diugosciq tej gatezi. Lemat Koniga méwi wlasciwie,
ze dla dowolnego, skoriczenie generowalnego drzewa, na ktérym dla
kazdej liczby naturalnej n, o ile istnieje przynajmniej jedna galaZ o diu-
gosci n, T musi posiada¢ gataz nieskoniczong (por. [Smullyan 1995,
31-33]).

Fan Theorem jest intuicjonistycznym odpowiednikiem lematu
Koniga. Wypowiedzenie go wymaga w obrebie konstruktywnej ma-
tematyki sformufowania paru definicji pomocniczych®. Niech N bedzie

°Definicje i sposéb ujecia prezentuje za D. Brigdes “Constructive Mathematics” w:
Stanford Encyclopedia of Philosophy. Tam tez znajduja si¢ ciekawe uwagi odnoszace
si¢ do rozwazanych spraw, szczegdlnie réznicy pomiedzy matematyka klasyczng a kon-
struktywistyczna.
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zbiorem liczb naturalnych. Symbolem N* oznacza¢ begdziemy zbiér
wszystkich skoficzonych ciggéw elementéw zbioru N. Jesli « jest skori-
czonym ciggiem o postaci < ay, ay, ..., a, > i nalezy do zbioru N*, to n
nazywana jest dfugosciq tego ciggu. Symbolem @(m) oznacza si¢ skori-
czony ciag m—pierwszych elementéw tego ciggu dla pewnego m € N,
gdzie @ € NV lub @ € N*. Jesli @ € N* oraz 8 = a(m), dla pewnego m,
to a jest nazywana rozszerzeniem 3 i réwnoczes$nie 5 jest ograniczeniem
ciagu a. Podzbiér X zbioru N nazywa si¢ odrywalnym (detachable) od
N jesli:
VYVn eN(neX vn ¢ X).

Wachlarzem'” nazywamy odrywalny podzbiér X zbioru N* jesli

spetnione sa warunki:

10

e X jest zamkniety na ograniczenia ciaggéw;

e dla kazdego ciagu «, zbidér {&¢ x n : n € N } jest skoniczony
lub pusty (symbol @ * n oznacza cigg powstajacy z ciagu a przez
dopisanie n do elementéw ciagu a).

Teraz kilka definicji pomocniczych:
1. Sciezka (path) wachlarza X to cigg @, skoriczony lub nieskori-

czony, taki, ze @(n) € X, dla stosownego n;

2. Sciezka a jest zablokowana przez podzbiér B wachlarza, jesli ist-
nieje w B pewne ograniczenie ciagu «;

3. Ciag a opuszcza (misses) zbior B, jesli nie istnieje w B zadne
ograniczenie «;

4. Podzbi6r B wachlarza nazywa sie sztabg (bar)'! dla X, gdy kazda
nieskoriczona $ciezka wachlarza X jest zablokowana przez B;

5. Sztaba B dla X nazywa si¢ jednorodng (uniform) jesli istnieje ta-
kie n € N, ze kazda Sciezka o dtugosci n jest zablokowana przez
B.

10Tak thumacze na polski termin fan.
"'Tak thumacze angielskie stowo bar.



O NIEUSUWALNOSCI PODMIOTU MATEMATYCZNEGO 107

Teraz wreszcie mozna sformutowaé wersje rozwazanego twierdze-
nia dla detachable bars:

Fan Theorem Kazda odrywalna sztaba wachlarza jest jednorodna.

Poniewaz pojecie zbioru odrywalnego jest klasycznie niepotrzebne
(tautologia), jak zauwaza Bridges za Dummettem (zob. [Dummett,
69]), powyzsze twierdzenie jest przez kontrapozycje réwnowazne le-
matowi Koniga w postaci:

Lemat Koniga Jesli dla kazdego n; istnieje Sciezka o diugosci n taka,
ktéra opuszcza B, to istnieje nieskoriczona $ciezka, ktéra opusz-
cza B.

Tak sie rzeczy maja, jeSli chodzi o lemat Koniga i Fan Theorem.
Sytuacja jest filozoficznie nieco dziwna. Oto mamy dwa twierdzenia,
ktore klasycznie sg rownoczesnie prawdziwe, ale konstruktywistycznie
(intuicjonistycznie) nie s3 oba prawdziwe'?. Klasyczny dowéd lematu
Koniga jest bowiem w intuicjonizmie nieakceptowalny, za$ Fan The-
orem dowodzi sie na podstawie tzw. Bar Theorem Brouwera!®. Brid-
ges przestrzega przed uproszczona diagnoza jakby ,intuicjonizm byt
sprzeczny z matematyka klasyczng”. Wprawdzie podane wyzej sfor-
mufowanie lematu Koniga rézni sie od klasycznego sformutowania le-
matu, ktéry podatem wczesniej, jednak réznice te nie sg istotne. To co
istotne to to, ze kontrapozycja lematu w drugiej wersji (Fan Theorem)
jest twierdzeniem intuicjonistycznym, ktdre jest istotnie inaczej rozu-
miane od jego klasycznej kontrapozycji. Mamy do czynienia z dwoma
réznymi twierdzeniami. Podstawowa réznica polega na pojeciu zbioru
odrywalnego. Warunek ktéry go definiuje jest klasyczng tautologia ra-
chunku predykatéw (wersja prawa wytaczonego Srodka), natomiast in-
tuicjonistycznie trzeba tego warunku dowodzic.

12Bede dalej zamiennie uzywat terminéw matematyka intuicjonistyczna i matema-
tyka konstruktywistyczna, cho¢ nie jest to calkiem poprawne. Ta pierwsza jest szcze-
gblnym przypadkiem drugie;j.

Brouwer podat argument za Bar Theorem, lecz nie jest on powszechnie zaakcep-
towany. Wedlug niektérych intuicjonistéw Bar Theorem i Fan Theorem sa traktowane
jako nieklasyczne aksjomaty. Por. [Troelstra, rozdz.4].
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W dotychczasowych rozwazaniach filozoficznych na temat réznicy
pomiedzy matematyka intuicjonistyczna, a klasyczng zwyklo si¢ mo-
wié o réznicy logiki. Z punktu widzenia formalnego logika intuicjoni-
styczna jest podlogika logiki klasycznej. Filozoficznie jednak nie wyja-
$nia to niczego, a nawet wprowadza w btad, gdyz pozornie filozoficzny
problem jest rozwiagzany. Uwazam, ze tak nie jest. Chcialbym przy-
wolac tutaj opini¢ znanego logika Georga Kreisla, ktéry uwazat, Ze po-
miedzy matematyka intuicjonistyczna, a klasyczng nie ma sprzecznosci.
Dopiero precyzyjniejsze sformutowanie tych pozycji pozwoli dostrzec,
Ze nie 83 sprzeczne.

Wydaje si¢ zatem, Ze nalezy powtdrnie przemysSle¢ problem na-
stepujacy: czym naprawde jest logika? Zdaje sie, ze mozna méwié
o dwoch znaczeniach terminu logika. W pierwszym logike formal-
nie pojmuje sie¢ na przyktad jako operator konsekwencji, ale to zna-
czenie niewiele wnosi interesujgcego do debaty na temat powyzszego
problemu (logika2). W drugim znaczeniu logika to jakas§ wtaSciwos¢é
aktywnoSci Podmiotu (logikal). Bridges pisze: ,,Aby opisa¢ logike
uzywang przez matematyka-intuicjoniste nalezato wpierw zanalizowaé
matematyczne procesy umystu, z ktérej to analizy dopiero logika moze
by¢ wyloniona” (por. [Brigdes, punkt 3.1]). Zgadzam si¢ z nim catko-
wicie. Logika2 jest wtérnym tworem wzgledem umystu, a doktadniej
Podmiotu Matematycznego i jego logikil, czyli regut owych matema-
tycznych proceséw Podmiotu. Méwiac inaczej logikal jest wlasnoscig
Podmiotu Matematycznego, zas$ logika2 jest zapisem owocu autoreflek-
sji Podmiotu Matematycznego. Inutuicjonistyczny Podmiot Matema-
tyczny rézni si¢ od klasycznego wlasnie logikal i wtérnie logika2. Wia-
sno$¢ bycia zbiorem odrywalnym jest klasycznie zasada logiczng, za$
intuicjonistycznie trzeba jej dowies¢. W ten sposéb Podmioty réznig si¢
logikal przede wszystkim. Nieusuwalno§¢ Podmiotu Matematycznego
zasadza si¢ w tym przypadku na tym, ze bez niego nie mozna dalej ana-
lizowac rozwazanego problemu i analizy te nie rozwinely si¢ w spos6b
zadowalajacy przez ostatnie kilkadziesiat lat.

Dawid Hilbert réwniez jasno zdawat sobie sprawe z koniecznosci
rozwazafi nad Podmiotem Matematycznym i sformutowat jego podsta-
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wowe wilasnosci w postaci aksjomatu, ktory rozbijam na nastepujace
cztony'*:

o AHI1. Ja Mysle.
o AH2. Mysle rzeczy (lub o rzeczach).

e AH3. Za pomoca (prostych) znakéw moge:
(a) oznacza¢ nimi pomyslane rzeczy,
(b) rozpoznawaé ponownie uczynione znaki,
(c) dobieraé znaki w sposéb (do)wolny.

o AH4. Prawa operowania pojeciami rzeczy i operowania znakami
moge opisa¢ zupetnie.

e AHS5. Mam zdolno$¢ samorefleks;ji.

W tej postaci jest mato praktyczny i jest raczej schematem aksjoma-
tow. Doprecyzowanie sposobow rozumienia terminéw w nim wyste-
pujacych pozwoli stworzy¢ pojecia réznych Podmiotéw Matematycz-
nych. Z punktu widzenia rozwazan z tej sekcji najwazniejsze terminy
to myslenie oraz rzecz'>. W przypadku Podmiotu Matematycznego in-
tegralng czgsciag mySlenia jest wnioskowanie. Pozadang jego cechg jest
niezawodno$¢, co wyktada sie w terminach prawdy w ten sposéb, ze
nie moze prowadzi¢ od prawdziwych przestanek do fatszywej konklu-
zji. Gwarantem niezawodnosci wnioskowania jest logikal i wtérnie
logika2. Klasyczny dowdd lematu Koniga (rozumiany jako wniosko-
wanie) jest dla Podmiotu Intuicjonistycznego zawodny, gdyz istnieje
kontrprzyktad. Dla Podmiotu klasycznego dowdd ten jest oczywiScie
poprawny. Nalezy sadzi¢ zatem, Ze Podmioty te r6znig si¢ wtasnie my-
Sleniem, gdyz inaczej pojmujg integralna jego cze$¢ — wnioskowanie.

14]. Dadaczynski zwrécit moja uwage na to, ze Hilbert, formutujac ten aksjomat,
inspirowal si¢ prawdopodobnie pracami G. Veronese. Rozwazania na temat Podmiotu
Matematycznego nazywa protomatematykq.

SKognitywistyka i inne pokrewne, nowo powstate nauki o umysle zajmuja sig odpo-
wiedzia na pytanie o myS§lenie.
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Jesli za$ chodzi o drugi termin — rzeczy, to réznica pomigdzy Podmio-
tami jest wyraZzna. Dla Podmiotu klasycznego rzeczy znajduja si¢ poza
nim i tworza obiektywna, niezalezng od Podmiotu rzeczywistos¢. Dla-
tego dla matematyki klasycznej dobrze funkcjonuje korespondencyjna
teoria prawdy. Wszystkie zdania matematyki dzielg si¢ na dwie klasy:
zdania prawdziwe i falszywe. Jest to stan rzeczy niezalezny od wiedzy
Podmiotu. Dopiero poprawny dowdd jakiego$ zdania jest kryterium
pozwalajacym stwierdzi¢ jego prawdziwo$¢. W przypadku Podmiotu
intuicjonistycznego rzeczy sa niejako w nim — sg wytworami jego my-
Slenia. Z tego powodu nie wiadomo jak pogodzi¢ subiektywistyczne
(soplipsystyczne) tendencje Brouwera z pojeciem prawdy w sensie ko-
respondencyjnym. Raczej nalezaloby w intuicjonizmie méwic o jakiej$
postaci koherencyjnej teorii prawdy. Prawdziwo$¢ wtedy sprowadza-
Taby sie do pojecia niesprzecznoSci pomiedzy konstrukcjami. Czasami
odrzucenie jakiego$ zdania matematycznego w intuicjonizmie polega
na wyprowadzeniu konsekwencji sprzecznych z uznang porcja tej mate-
matyki. Tak tez postepuje sie¢ w przypadku Fan Theorem; znany kontr-
przyktad polega na wyprowadzeniu pewnej zasady, ktéra z kolei opiera
sie na prawie wylaczonego $rodka'®.

Jedna z najwazniejszych réznic pomiedzy oboma Podmiotami lezy
w rozumieniu nieskoriczono$ci. Dla intuicjonistow nie istnieje nieskon-
czono$¢ w sensie niezaleznym od Podmiotu (musi on podaé regute two-
rzacg zbidr nieskoniczony), zas$ dla matematyka klasycznego obiekt nie-
skoniczony istnieje obiektywnie. Wyglada na to, ze nieskoriczono$¢ po-
tencjalna (intuicjonistyczna) jest pojeciem epistemicznym (podmioto-
wym), za$ nieskoficzono$¢ aktualna pojeciem ontologicznym. Dlatego
wilasnie w przywotanym lemacie Koniga, w ktérym pojawia si¢ poje-
cie nieskoficzonego drzewa, jest ono réznie rozumiane. Dla intuicjoni-
sty znaczy co innego niz dla matematyka klasycznego. Pierwszy musi
umied je skonstruowaé, za$ drugi uznaje, ze ono istnieje jako gotowe.
Roéwniez pojecie nieskoriczonej gafezi, ktére wystepuje w lemacie ma
inne znaczenie: dla intuicjonisty to taki ciag, ze dla dowolnego wyrazu

19Ta zasada to Lesser Limited Principle of Omniscience (LLPO).
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ciagu, zawsze istnieje element nastepny, za$ dla matematyka klasycz-
nego ciag jest dany (jako caty) réwnoczesnie.

Rozwazania te mialy pokazaé, ze z uzyciem Podmiotu Matematycz-
nego mozna w sposob bardziej metodyczny pokazaé réznice pomiedzy
matematyka intuicjonistyczng a klasyczna.

2.3. TWIERDZENIE GODLA I PROBLEM STOPU

Godel podal w swoim najbardziej znanym artykule o niezupeino-
Sci systeméw formalnych (1931) dwa dowody gtéwnego twierdzenia.
Pierwszy dowdd w sekcji pierwszej artykutu ,,jest nieformalng prezen-
tacja gtéwnego argumentu i moze by¢ czytany przez niematematykow;
pokazuje on jak argument traktujac o zdaniu (proposition), ktére mowi
0 sobie Nie jestem dowiedlne, zamiast o zdaniu, ktére mowi o sobie
Nie jestem prawdziwe, omija paradoks Ktamcy nie wpadajac w niego.
Godel réwniez pokazuje relacje jego argumentu do metody diagonali-
zacji Cantora i paradoksu Richarda [...]”!7. Najwazniejszym lematem
dowodu gléwnego twierdzenia o niezupetnosci jest:

Lemat Przekgtniowy Dla dowolnej formuly A(x) w jezyku arytmetyki
AR, ktéra posiada zmienng x jako jedyng zmienna wolna, istnieje
zdanie B w jezyku tej teorii takie, ze AR + B = A(g(B)); gdzie
g(B) jest numerem gddlowskim zdania B.

Formufa B nazywa si¢ czasem fixpoint (punktem statym) dla formuty
A(x). Scisle rzecz biorac nie jest tak, ze zdanie B mowi o sobie (czy te?
o swoim numerze godlowskim), iz ma on wlasnos¢ A. Lemat ten mowi
jedynie, Ze istnieje zdanie B logicznie rOwnowazne temu, ze wlasnos$¢ A
orzeka si¢ o numerze gédlowskim B'®. Konstrukcja zdania B wykorzy-

"[Heijenoort, 592]. Ciekawg rzeczg samg w sobie jest to, czy mamy rzeczywiscie
do czynienia z dwoma dowodami, czy tez z dwiema wersjami jednego dowodu. Wydaje
si¢, ze mozna mysle€ o pierwszym dowodzie jako o dowodzie treSciowym, za$ o drugim
jako o formalnym. Rzecz jest chyba warta rozwazenia. Miedzy innymi rodzi si¢ pytanie
na jakiej podstawie twierdzimy, ze dowody te sg jako$ ze sobg spokrewnione.

8Por. [Field, 27]. Field pokazuje zastosowanie tego lematu do dowodu innych twier-
dzen.
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stuje technike diagonalizacji dla osiagnigcia samoodniesienia. Godel
w drugim dowodzie twierdzenia o niezupelnosci (pierwszego) nie uzyt
pojecia prawdy i nie korzystal z samoodniesienia zdania G. Twierdzenie
o niezupelnosci (i dowdd) ma charakter syntaktyczny. Z lematu prze-
katniowego wykorzystuje si¢ tylko fakt istnienia fixpoint. Natomiast
pierwszy intuicyjny dowdd ma charakter semantyczny i uzywa poje-
cia prawdy. W nim tez pojawia si¢ element samoodniesienia zdania G.
Zdanie G m6wi o sobie, Ze nie jest twierdzeniem AR (por. [Heijenoort,
599]).

Samoodniesienie mozna uzyska¢ na rézne sposoby, a przyktady ta-
kich technik podaje Smullyan (w [Smullyan 1994, 1-2]). Sa nimi: wy-
razenia okazjonalne, r6zne operatory cytowania (cudzystowy), ozna-
czanie przez literowanie (designation by spelling) (Quine) i numeracja
godlowska. Wczesniejsza (historycznie) od Quina, metoda uzyskiwa-
nia samoodniesienia jest metoda konkatenacji, stworzona przez Alfreda
Tarskiego w pracy o pojeciu prawdy!®. Zjawisko samoodniesienia jest
czasem pozadane i moze by¢ uzyskane w sposéb bardzo ogdlny. Jak po-
kazuje Smullyan wymogi natoZzone na jezyk, o ktérym mozna sformu-
fowac ogdlne twierdzenie o istnieniu punktu statego, sa dos¢ skromne:
musi zawiera¢ predykaty i zdania, mie¢ regule pozwalajaca przypisywaé
predykaty wyrazeniom oraz dysponowac jakas relacjg rownowaznosci
= pomiedzy zdaniami (zob. [Smullyan 1994, 16-17]).

Wracajac do twierdzenia Godla nalezy stwierdzié, ze samood-
niesienie udato si¢ w systemie arytmetyki uzyska¢ dzieki numeracji
godlowskiej, operacji podstawiania oraz uzyciu diagonalizacji®’. Spré-
bujmy teraz wyrazi¢ to w terminach Podmiotu Matematycznego. Twier-
dzenie, ktére udowodnit Godel rézni si¢ od tego, co dzisiaj obiegowo na-
zywamy ,,twierdzeniem Godla”. Mdéwiac o tym twierdzeniu mamy na
mysli fakt, Ze wszystkie formalne systemy, w ktérych da si¢ odtworzy¢
,,pewna porcje arytmetyki” sa niezupetne. Sam Godel w notce do swego

19Zostata ona ostatnio rozwinieta twérczo przez Andrzeja Grzegorczyka. Innymi
stowy mozna przypuszczaé, ze Tarski mial wszystkie Srodki by udowodni¢ twierdzenie
0 niezupetnosci.

20Smullyan twierdzi, ze w ogélnosci mozna uzyskaé samoodniesienie bez zmiennych
i operacji podstawiania. Por. [Smullyan 1994, 4-5].
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artykutu poczynil spostrzezenie, iz zasieg jego twierdzenia jest znacz-
nie szerszy (por. [Heijenoort, 616]). System, do ktérego si¢ ono odnosi
musi jednak spetnia¢ pewne minimalne warunki, ktére pozwolg uzyskac
narzg¢dzia do samoodniesienia. Mozna zaryzykowac teze¢ iz wlasnie sa-
moodniesienie wywotuje w systemie formalnym (ktéry ma trafnie (so-
und) opisywaé wlasnosci liczb naturalnych) efekt, ktéry zwiemy niezu-
pelnoscig. Zgodnie z aksjomatem Hilberta Podmiot posiada zdolno$¢
samorefleksji, ktorej sktadowa jest samoodniesienie. Jesli zatem Pod-
miot ma do czynienia z sytemem formalnym trafnie opisujagcym liczby
naturalne i uda mu si¢ zaimitowac¢ w tym systemie zdolno$¢ samoodnie-
sienia, to wtedy efektywna wiedza Podmiotu zaczyna podlega¢ ograni-
czeniom. Jak si¢ zdaje Swiadczy to o fundamentalnym ograniczeniu
poznawczym Podmiotu — petna samowiedza nie jest mozliwa.
Pomiedzy twierdzeniem Godla o niezupetnosci, a problemem stopu
Halting Problem istnieje pewna wieZz (por. [Olszewski, 426—429]).
Z nierozstrzygalnoSci problemu stopu wynika twierdzenie o niezupel-
noSci w wersji Rossera z dodatkowym zatozeniem, Ze system arytme-
tyki jest trafny (sound) wzgledem liczb naturalnych. Zatem z negaciji tej
wersji twierdzenia Godla wynika rozstrzygalno$¢ problemu stopu dla
maszyn Turinga. Sam problem stopu mozna rozumie¢ jako problem
dotyczacy Podmiotu. Intencja analizy Turinga bylo wlasciwie opisanie
Podmiotu Obliczajacego, czyli pewnego Podmiotu Matematycznego.
Tym Podmiotem jest maszyna Turinga, a sam Podmiot ma charakter
transcendentalny w sensie zblizonym do Kantowskiego?!. W dowodzie
nierozstrzygalnoSci problemu stopu postepuje sie¢ metoda nie wprost.
Zaklada sig, ze istnieje maszyna Turinga M, ktéra rozstrzyga problem
stopu i wyprowadza si¢ stad sprzecznos$¢. Zaktada si¢ niejako, ze ist-
nieje Podmiot Matematyczny mogacy rozstrzygna¢ 6w problem. Dzieki
metodzie diagonalizacji uzyskuje si¢ w dowodzie samoodniesienie do
maszyny M. Maszyna M jest przyktadem szczeg6lnej maszyny — uni-

2 Oczywiscie rozwazania Kanta o Podmiocie maja charakter wytacznie filozoficzny
i dlatego trudno o precyzyjne rozstrzygniecie czym jest jego Podmiot Transcenden-
talny. Jest to interesujacy trop filozoficzny, ktéry rozwine szczegétowo w wickszej
pracy o Podmiocie Matematycznym.
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wersalnej maszyny Turinga. Posiada ona zdolno$¢ symulowania kazdej
maszyny Turinga na podstawie opisu (por. [Sipser, 160]). Wedtug mnie
twierdzenie o nierozstrzygalnoSci problemu stopu zalezy od przyjecia
TC, czyli od przyjecia pewnych zatozen o Podmiocie Matematycznym.
TC moze by¢ falszywa i zakres probleméw rozstrzygalnych przez Pod-
miot Matematyczny mogltby by¢ szerszy. Wtedy nie mozna wykluczyd,
ze problem nastepujacy: czy istnieje Podmiot Matematyczny zdolny do
rozstrzygniecia problemu stopu dla maszyn Turinga, méglby mie¢ po-
zytywng odpowiedZ. W problemie stopu pytamy czy istnieje maszyna
Turinga, ktéra problem ten rozstrzyga i tym, co decyduje, iz obie po-
wyzsze stylizacje problemu stopu sa réwnowazne jest wtasnie TC?2,

Mowienie o systemach formalnych i o maszynach Turinga jest SciSle
ze soba powigzane. Wydaje si¢, ze wedlug Godla mozna utozsamic
kazda maszyne Turinga z systemem formalnym. Napisal on w notce
do wydania angielskiego tlumaczenia swego artykutu o niezupelnosci
(w [Heijenoort]):

W konsekwencji p6Zniejszych osiagni¢¢, w szczegdlnosci fak-
towi naleznemu pracy A.M. Turinga®, precyzyjna i bez watpie-
nia adekwatna definicja ogélnego pojecia systemu formalnego*
moze by¢ obecnie podana i ogélne wersje twierdzen VI i XI
sa obecnie mozliwe. Znaczy to, ze mozna $ciS§le udowodnic,
iz w kazdym niesprzecznym systemie formalnym, ktéry zawiera
pewna porcje teorii liczb istnieje nierozstrzygalne arytmetyczne
zdanie i co wigcej, niesprzecznos¢ takiego systemu nie moze by¢
udowodniona w systemie [Heijenoort, 616].

22Samoodniesienie Podmiotu Matematycznego (rozumianego jako maszyna Tu-
ringa) ujawnia si¢ najpelniej w twierdzeniu o rekursji.

Tutaj Godel odwotuje si¢ do pracy Turinga On Computable Numbers 1937.

24 W mojej opinii termin *system formalny’ lub *formalizm’ nie powinien by¢ uzy-
wany na co$ innego oprécz tego pojecia.[...] Ja zasugerowalem pewne pozaskoriczone
uog6lnienie formalizmoéw, ale sa one czym§ radykalnie ré6znym od systeméw formal-
nych we wlasciwym znaczeniu tego terminu i ich cechg charakterystyczng jest to, ze
rozumowanie w nich, w zasadzie, moze by¢ calkowicie zastapione przez mechaniczne
urzadzenia” [Heijenoort, 616].
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3. PODSUMOWANIE

Powyzsze rozwazania sg do$¢ ogdlne i nie przektadajg si¢ na cal-
kiem konkretne wyniki formalne. Takie wyniki zostana podane w dal-
szych pracach pod warunkiem, ze mozliwe jest uczynienie Podmiotu
Matematycznego bardziej precyzyjnym, czego obecnie nie da si¢ prze-
sadzi¢. Hilbert zauwazyl w 1932 roku, ze:

W matematyce — tak jak we wszystkich badaniach naukowych
— spotykamy si¢ z tendencjami dwojakiego rodzaju: tendencja
do abstrakcji, starajacg si¢ zanalizowa¢ opracowywany rézno-
rodny material z logicznego punktu widzenia i uja¢ go w sys-
tematyczny wyktad, oraz z tendencjg do pogladowosci, ktéra
zmierza raczej do bezposredniego poznania przedmiotéw bada-
nia i faktycznych stosunkéw pomiedzy nimi [Hilbert, 7].

Te dwojakiego rodzaju tendencje mozna zauwazy¢ réwniez w ob-
rebie filozofii. Niniejsza praca ma charakter pogladowy w powyzszym
znaczeniu tego terminu. Mojg intencja byto postawienie zagadnienia
iargumentacja za tytulowa teza. Uwazam, Ze nie mozna rozsadnie upra-
wiac filozofii matematyki pomijajagc Podmiot Matematyczny. Reasumu-
jac staratem si¢ pokazac, ze:

e Teza Churcha rozumiana jako wlasno$¢ Podmiotu Matematycz-
nego jest przestanka w okreSleniu pojecia modelu zamierzonego.

e Pojecie Podmiotu Matematycznego pozwala lepiej ujac i wyrazié
zwiazki pomiedzy filozofig intuicjonistyczng i platoriska.

e Samorefleksje Podmiotu Matematycznego mozna wyrazi¢ mate-
matycznie w odpowiednio bogatym systemie arytmetycznym lub
w stylizacji maszyn Turinga.
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SUMMARY
ON THE IRREMOVABILITY OF MATHEMATICAL SUBJECT

In the paper I attempt to show that the Mathematical Subject is irremov-
able from the Philosophy of Mathematics. In doing so I want to argue, first, that
Church’s Thesis should be seen as a statement about the Mathematical Subject.
Second, I want to show that philosophical relations between some problems
such as Konig’s lemma vs Fan Theorem, or Godel’s theorem on incomplete-
ness vs Halting problem, could be better grasped within the framework of the
Mathematical Subject.



