TEZA CHURCHA JAKO HIPOTEZA EMPIRYCZNA

Badania nad Teza Churcha (dalej TC) nabieraja powoli rozpedu. Pojawiaja si¢ rézne jej
sformutowania. Dlatego zawsze nalezy poda¢ sposéb jej rozumienia. Oto sformutowanie,
ktore jest, wedlug mnie, najblizsze temu, jakie podat Church:

[TC] Pojecie funkcji efektywnie obliczalnej' jest identyczne z pojeciem funkcji
rekurencyjnej.

Przekonanie o tym, ze tak nalezy rozumie¢ TC opieram na nastgpujacym tek$cie samego
Churcha:

Teraz zdefiniujemy pojecie (notion) [...] efektywnie obliczalnej funkcji liczb catkowitych dodatnich przez
identyfikacje go z pojeciem funkcji rekurencyjnej liczb catkowitych dodatnich (lub z A-definiowalna
funkcja liczb catkowitych dodatnich).”

Frege uwazal, ze przyblizeniem identycznosci pojg¢ jest ich materialna rOwnowaznosc.

Dla dowolnych poje¢ F, G:
Pojecie F jest identyczne z pojeciem G wtedy i tylko wtedy, gdy Vx (Fx =Gx)°.

Symbol Fx czytamy ‘obiekt x podpada pod pojecie F’. Dzisiejsze rozumienie prawej strony
powyzszej rOwnowaznosci zostalo zdominowane przez logike pierwszego rzedu 1 teorig
mnogosci. Prowadzi to do uznania za réwnowazne zdania wyrazajacego materialng
rownowaznos¢ pojec (1 tym samym, za Fregem, ich identycznosci) ze zdaniem o réwnosci ich
ekstensji (zbiorc’)w).4

W niniejszej pracy termin hipoteza rozumiany jest jako zdanie, ktére w sensie absolutnym
posiada wartos¢ prawdy lub falszu, ale na obecnym etapie rozwoju nauka nie jest w stanie tej
wartosci okreslic. Od czasu Poppera cecha wyznaczajaca naukowosc¢ jakiej§ teorii czy
hipotezy jest jej falsyfikowalnos¢. Z tym, ze tutaj bedziemy falsyfikowalnos¢ rozumiec¢
szerzej, jako mozliwos¢ wykazania fatszywosci zdan. Jest to cecha konieczna empirycznosci,
ale nie jest ona wystarczajaca, gdyz pod tak pojeta cech¢ podpadaja hipotezy matematyczne
(np. hipoteza kontinuum). Hipotez¢ naukowa nazwiemy empiryczng wtedy i tylko wtedy, gdy
posiada ona zawarto$¢ empiryczng. Zawartos¢ empiryczna hipotezy (teorii) - to zbior zdan
bazowych (obserwacyjnych), ktére mozna wyprowadzi¢ (za pomoca metod logicznych) z
hipotezy. Zdanie obserwacyjne - to takie, ktorego wartos¢ logiczna moze by¢ okre$lona na
podstawie spostrzezen zmystowych (konfrontacji z rzeczywistoscia). Takie zdania zawieraja
terminy obserwacyjne. Prawdziwo$¢ tych zdan wyznaczona jest poprzez kontyngentne

"'W niniejszej pracy, o ile nie zostanie jasno stwierdzone inaczej, gdy pojawi si¢ termin funkcja znaczy¢ on
bedzie funkcja okreslona w liczbach catkowitych nieujemnych, czyli w liczbach naturalnych (z zerem).

* Ten fragment pochodzi z paragrafu siédmego pracy ‘An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory’.
W paragrafie pierwszym jest podobnie - w przypisie trzecim pojawia si¢ sformutowanie tej definicji: ‘... funkcja
liczb catkowitych dodatnich bedzie si¢ nazywa¢ efektywnie obliczalna, jesli jest A-definiowalng w sensie
paragrafu 2 ponizej [...] .

? Frege miat nie rozrézni¢ znakéw = i = (identycznosci i rownowaznosci). W pracy z 1879 roku uzywat znaku =,
za$ w pismach z 1893 i 1903 roku uzywat znaku =. Por. Jan H. Alnes, ‘Sense and Basic Law V in Frege’s
Logicism’, Nordic Journal of Philosophical Logic, 4(1999), ss. 1-30, szczegdlnie s. 4.

* W systemie Fregego przejécie od identycznosci ekstensji pojeé¢ do identycznosci poje¢ byto mozliwe dzigki
tzw. Basic Law V. Jak wiadomo to prawo dawato sprzecznos¢ w obrebie systemu Fregego logiki drugiego rzedu.
Por. uwagi na ten temat w: S. Shapiro, ‘Foundations without Foundationalism’, Oxford 2002, ss. 16-17.



wiasno$ci Uniwersum — $wiata w ktérym zyjemy. Mozna powiedzie¢ takze (ujmujac rzecz
od strony epistemologii), ze sa to zdania aposterioryczne.

1. Préobka pogladéw o empirycznym charakterze TC.

Sposréd ojcow obliczalnosci zwolennikiem pojmowania TC jako hipotezy empirycznej byt
Emil Post. W swym trzystronicowym artykule ‘Finite Combinatory Processes. Formulation I’
podaje swa analiz¢ procesu obliczania, ktora - cho¢ niezalezna - co do istoty jest identyczna z
analiza Turinga. Do redakcji Journal of Symbolic Logic praca Posta dotarta dnia 7
pazdziernika 1936 roku 1 jest pozniejsza od stynnej pracy angielskiego logika, cho¢ zostala
wczesniej opublikowana. W ostatnim akapicie Post pisze:

Autor spodziewa sig, ze obecne sformutowanie okaze si¢ by¢ logicznie réwnowaznym z
rekurencyjnoscia w sensie rozwinigtym przez Godla-Churcha.[...] Jego zadaniem nie jest jedynie
zaprezentowanie systemu o pewnej logicznej potencji, ale réwniez, w tej waskiej dziedzinie,
psychologicznej odpowiednio$ci (psychological fidelity). W tym drugim sensie sa rozwazane coraz to
szersze 1 szersze sformutowania. Z drugiej strony naszym celem bedzie wykazanie, ze wszystkie one sa
rownowazne logicznie sformutowaniu I. W tym momencie proponujemy te¢ konkluzj¢ jako hipoteze
roboczq. 1 dla nas (to our mind) taka réwniez jest identyfikacja efektywnej obliczalnosci z
rekurencyjnoscia dokonana przez Churcha.

Tutaj pojawia si¢ przypis numer osiem:

[...] W rzeczywistosci praca dokonana przez Churcha i innych przenosi (carries) t¢ identyfikacje
znaczaco poza (considerably beyond) stadium (stage) hipotezy roboczej. Jednak maskowanie tej
identyfikacji za pomoca definicji ukrywa ten fakt, ze zostalo odkryte fundamentalne ograniczenie na moc
matematyczna (mathematicizing power) Homo Sapiens i przystania nam konieczno$¢ jej ciaglej
weryfikacji.

I dalej, w teksScie gtownym:

Z tej hipotezy [...] wyrasta dzieto Godla-Churcha. Sukces tego programu mégtby, wedlug nas, zmienié
t¢ hipotezg raczej w prawo natury, a nie w definicj¢ czy tez aksjomat.

Przytoczone teksty wskazuja na to, ze Post uznawat:
e TC nie jest ani definicja ani aksjomatem.’
e TC jest hipoteza robocza wymagajacej nieustannej weryfikacji.
e TC zostata przez Churcha i innych podniesiona do rangi obowigzujacego prawa
natury.
e TC naklada ograniczenia na (psychologiczne) matematyczne mozliwosci Cziowieka.

To pojmowanie TC byto niezgodne z rozumieniem jej przez Churcha, dla ktérego TC byta
definicja. Dlatego Church, w swej recenzji cytowanej pracy Posta, odnosi si¢ krytycznie do
pojmowania TC jako hipotezy roboczej wymagajacej ciaglej weryfikacji. Uwaza, ze pojgcie
efektywnej obliczalnosci nie posiada precyzyjnego sensu i dlatego ujecie TC jako hipotezy
roboczej nie posiada rowniez doktadnego znaczenia. Obliczalno$¢, na ktéra natozono

> Sposéb, w jaki rozumiat Post definicje, nie jest jasny. Wydaje sie jednak, ze rozumiat je jako to, co czasami
nazywa si¢ definicjq syntetyczngq. Doktorant Posta — Martin Davis — uwazat podobnie jak jego nauczyciel: ‘Jak
mozemy wykluczy¢ mozliwos¢ stanigcia ktérego$ dnia (by¢ moze za sprawa pozaziemskich przybyszow) wobec
(by¢ moze ekstremalnie zlozonego) urzadzenia (device) lub ‘wyroczni’, ktéra bedzie ‘obliczaé’ jakas
nieobliczalna (w sensie Turinga AO) funkcje?’, M. Davis, ‘Computability and unsolvability’, Dover, New York
1982, s. 11.



warunek skonczonos$ci (obliczalno$¢ maszynowa), miataby by¢ adekwatna reprezentacja
intuicyjnego pojgcia obliczalnosci. Wtedy, wedle Churcha, znika potrzeba przyjecia takiej
hipotezy roboczej. Nie odnidst si¢ natomiast wcale do pogladu Posta wyrazonego w
cytowanym przypisie.

Ta wypowiedz Churcha na temat TC, nie liczac artykutu w ktérym zostata sformutowana, jest
jedna z nielicznych. Wydaje sig, ze pdzniej zmodyfikowal on nieco swoje poglady na ten
temat. W roku 1940 pisat tak:

Formalna definicja efektywnej obliczalno$ci [...], i adekwatno$¢ tej definicji dla reprezentowania
empirycznego (podkreslenie moje AQ.) pojgcia efektywnej obliczalnoéci znajduje mocne wsparcie w

ostatnich rezultatach Turinga .

Nie jest natomiast catkiem jasne, jakiego rodzaju definicja miataby by¢ dla niego sama TC. W
przypisie 168 swego ‘Introduction to Mathematical Logic’ Church rozréznia cztery typy
definicji funkcjonujacych w obregbie logiki: definicje bedace skrétami (rodzaj definicji
syntetycznych?)’, definicje eksplikujace notacje jezyka (podobne do definicji realnych),
reguly semantyczne (metajezykowe) ustalajace interpretacje jezyka systemu®, definicje
rozszerzajace jezyk jakie§ systemu formalnego (sa czgscia jezyka przedmiotowego i1 musza
spetnia¢ warunki poprawnosci sformutowane przez Le$niewskiego). Wydaje sig, ze TC
podpada¢ moze tylko pod drugi typ definicji, a to z tego powodu, ze Church prébowat podaé
‘usprawiedliwienie’ dla swej tezy. Jesli to przyjaé, to dziwi sprzeciw Churcha wobec ujecia
TC przez Posta, bowiem datoby si¢ uzgodni¢ takie dwa stanowiska w kwestii charakteru TC.

Inny logik, o mocnym zacigciu filozoficznym, Hao Wang zwrdcit uwage na empiryczny
charakter TC. W ksiazce ‘A Survey of Mathematical Logic’ pisal:

Wydaje sig, ze w pojeciu efektywnosci sedno sprawy tkwi w terminach mechanicznych i réwnoczesnie
miesci si¢ idealizacja, ktéra prowadzi do nieskonczonosci (there is a core in mechanical terms, and at
the same time, there is an idealization which brings in infinity). To czego jaki$ fizyczny obiekt moze
dokona¢ niezawodnie (reliably) i systematycznie, mogloby wydac si¢ efektywne, bez wzgledu na to czy
rozumiemy sam ten proces, czy tez nie. Z tego powodu wydaje si¢ by¢ empirycznym pytanie o to, czy
wszystkie efektywne funkcje sa rekurencyjne’.

W prywatnej rozmowie z Thomasem Wang miat powiedzie¢, ze w powyzszym fragmencie
chciat uczyni¢ wiarygodna empiryczng interpretacj¢ TC, i nie byt przekonany co do jej
poprawnosci.'” Wedle Wanga, jesli si¢ usunie ‘empiryczny element’ (z pojecia efektywnej
obliczalnosci), to istnieje mozliwos¢ dowodu TC. Biorac TC z jej empirycznym
komponentem moze by¢ tak, ze zaobserwujemy rzeczywista ‘maszyng’, ktéra bedzie obliczaé
nierekurencyjng funkcj¢. Thomas rozwaza taka hipotetyczna maszyng¢ M, ktéra miataby
oblicza¢ nierekurencyjna funkcjg. Zwraca uwage na to, ze maszyna M musialaby miec
nieskonczony czas pracy, gdyz kazda funkcja o skonczonej dziedzinie w zbiorze liczb
naturalnych jest rekurencyjna, a dodatek musielibySmy mie¢ mozliwo$¢ ja tak dlugo

® Por. Alonzo Church, ‘The Concept of Random Sequence’ , Bulletin of the American Mathematical Society,
46(1940), s. 133

" W tym kontekécie Church nie méwi o definicjach syntetycznych. Przy drugim rodzaju definicji wspomina
definicje realne, jednak nie uzywa tej nazwy i zaznacza, ze chce przez to unikna¢ skojarzen i presupozycji
zwiagzanych z tym terminem.

¥ Church uwazat, ze mamy do czynienia z jezykiem sformalizowanym o ile podana jest jego interpretacja. Jest to
poglad atrakcyjny filozoficznie, cho¢ obecnie rzadko uznawany.

° Hao Wang, op. cit. s. 87.

19 Por. William J. Thomas, ‘Church’s Thesis and Philosophy’, nicopublikowana praca doktorska, Case Western
Reserve University, 1972, s. 22.



obserwowa¢. Nawet jesli wezmiemy pod uwage tzw. ‘maszyne Zenona’'', to matematyk - dla
wykazania, ze oblicza ona funkcj¢ nierekurencyjng - musiatby mie¢ mozliwos¢ przesledzenia
nieskonczenie dtugiego dowodu. Te argumenty wydaja si¢ by¢ celne w odniesieniu do
maszyny M, ktéra miataby realnie istnie¢. Wang podaje przyktad takiej funkcji,
zasugerowanej mu przez Speckera: f(n) = 0, gdy n-tego dnia (liczac np. od dzisiaj) wystapito
gdzie$ na Swiecie trzgsienie ziemi; f(n) = 1, w przeciwnym razie. Nie bardzo wiadomo jak
mozna by wykaza¢ rekurencyjnos¢ czy tez nierekurencyjnos¢ funkcji f. Problematyczne jest
takze to, 1z - Scisle rzecz biorac - nie mamy do czynienia z funkcja okreslona na calym
zbiorze liczb naturalnych, zatem nalezaloby przyjac¢ istnienie takiej funkcji przez zatozenie
istnienia platonskich obiektow. Funkcje obliczalne przez systemy fizyczne nazywac bedziemy
f-obliczalnymi'.

Wersja TC idaca po linii uwagi Wanga to tzw. fizyczna wersja TC':

[FTC] Dowolna funkcja okreslona w liczbach naturalnych, ktéra jest f-
obliczalna, jest obliczalna T-obliczalna™.

Wymieniony fizyczny system (rzeczywisty lub mozliwy) - to taki, ktérego: a) stany zajmuja
skonczona przestrzen, b) jego okres funkcjonowania jest skonczony w czasie, c) system
funkcjonuje zgodnie z prawami fizyki.

Obliczalnos¢ w takim systemie polega na tym, ze:

[...] jego funkcjonowanie przeprowadza go od jednego zbioru stanéw ‘wejsciowych’ do innego zbioru
standw ‘wyjsciowych’.[...] Stany sa oznaczone w pewien [sposob] sposéb, system jest przygotowany w
stanie wejsciowym i potem, po wykonaniu ruchu, stan wyj$ciowy zostaje zmierzony

W przyblizeniu mozna to tak opisac: bierzemy pod uwage jakis system fizyczny o ktérym
mozemy powiedzie¢, ze w sensie podanym przez Deutscha ‘oblicza’ jakas funkcje.
Zaktadamy, ze zachowanie systeméw fizycznych ma charakter przyczynowy. Rosen'® uwaza,
ze koniecznym zalozeniem uprawiania teoretycznej nauki jest symulacja przyczynowych
zwiazkéw zachodzacych w systemach fizycznych (materialnych), za pomoca implikacji
zachodzacych pomigdzy zdaniami opisujacymi te systemy. Jesli zachowanie takiego systemu
jest powtarzalne i zachowanie systemu potrafimy mierzy¢ (obserwowac), to mozemy
poszukiwac¢ formalizmu (przeliczalnie rekurencyjnego), ktéry modelowatby 6w system. Jesli
taki system znajdziemy i da si¢ przechodzi¢ od systemu fizycznego do systemu formalnego i
z powrotem, to mozemy mowi¢ o owym systemie jako o realizacji systemu formalnego (zas o

"W nawiazaniu do paradokséw Zenona z Elei. Takie ‘maszyny’ wykonuja n+l-krok w czasie o potowe
krétszym niz n-ty krok.

"2 Podobne rozwazania prowadzitem w pracy: A. Olszewski, ‘Teza Churcha a platonizm’, Zagadnienia
Filozoficzne w Nauce, 34(1999), ss. 96-100.

"* Wersja Kreisla [FTC] jest taka: The behavior of any discrete physical system evolving according to local
mechanical laws is recursive. G. Kreisel, ‘Mathematical Logic’, [w:] ‘Lectures on Modern Mathematics’, Saaty
(ed.), Wiley 1965, ss. 95-195. Por. odcinek 2.714.

' Jak wida¢, z TC znika pojecie funkcji rekurencyjnej, na korzy$é maszyn Turinga. Ma to zwiazek tym, ze
maszyny Turinga zwiazane sg z klasa funkcji czg$ciowo rekurencyjnych. Ciekawa pracg na temat TC jest: ‘A
Speculative Church-Turing Theorem’, U. Boker, N. Dersowitz. Znajdujemy tam interesujace sformutowanie TC:
Modele obliczeniowe sq rownowazne, lub stabsze, niz maszyny Turinga (ktére nawigzuje do sformutowania
Churcha z abstraktu opublikowanego w 1935 roku). Tam tez, jak postuluja autorzy, znajduje si¢ dowéd TC.

> D. Deutsch, ‘Quantum theory, Church-Turing principle and the universal quantum computer’, Proceedings of
the Royal Society, Series A, 400(1985), ss. 97-117.

16 Por. R. Rosen, ‘Effective Processes and Natural Law’, [w:] ‘The Universal Turing Machine. A Half-Century
Survey’, R. Herken (ed.), Springer, Wien, New York 1994, ss. 485- 498.



systemie formalnym jako o symulacji (reprezentacji) systemu fizycznego). Mozna to
przedstawi¢ w postaci rysunku:

Przyczynowos¢ Dekodowanie - Implikacja (Algorytm)
System System
fizyczny formalny

Kodowanie - 7y

Jesli strzatki powyzszego schematu rozumie¢ jako zaleznosci funkcyjne o, B3, v, 0, to zachodzi
relacja modelowania pomigdzy danym systemem fizycznym i systemem formalnym o ile
spetniony jest warunek przemiennosci diagramu: 6= o ° 3 ° v'®. [FTC] nie jest, jak uwaza
Fitz, rozszerzeniem TC, lecz jej szczegdlnym przypadkiem. W pojeciu funkcji efektywnie
obliczalnej jest przeciez miejsce dla systemow fizycznych. Teza odwrotna do [FTC] ma takze
empiryczny charakter, gdyz by¢ moze ktoras z funkcji rekurencyjnych (czgSciowo
rekurencyjnych) nie jest obliczalna przez zaden system fizyczny. [FTC] doprowadzita
fizykéw do rozwazenia systeméw fizycznych przekraczajacych mozliwosci maszyn Turinga.
Nalezy tutaj zaliczyé: tzw. maszyny Zenona (przyspieszajace)'’, obliczanie analogowe,
obliczanie kwantowe (quantum computation), kwantowe procesy (quantum processes),
maszyny wykorzystujace efekty relatywistyczne, biologiczne obliczanie i inne®.

Jako kolejnego zwolennika empirycznosci TC nalezy wymieni¢ Robina Gandy. Swoja
koncepcje prezentuje w pracy ‘Church’s Thesis and Principles for Mechanisms’'. Jego
rozwazania dotycza obliczalnosci przez maszyng rozumiang, jak sam pisze, w sensie
dziewietnastowiecznym. Przyktadowo podaje ‘Analityczny Silnik’ Babbage’a. Ograniczenia
na zakres terminu maszyna sa takie: a) finityzm - wylacza z rozwazan maszyny analogowe.
Jedynym ‘fizycznym’ ograniczeniem jest ograniczenie dolne - na liniowe wymiary
atomowych czg$ci maszyny oraz ograniczenie gérne - na predkos¢ rozchodzenia si¢ zmian
(predkos¢ swiatta), b) dyskretnos¢ - proces obliczania mozna opisa¢ za pomoca termindéw
dyskretnych, c) determinizm — zachowanie maszyny jest jednoznacznie zdeterminowane
przez jej stan poczatkowy.

Gandy chce, zeby jego opis maszyny stosowatl si¢ do dowolnych urzadzehn: mechanicznych,
elektrycznych i pojeciowych.

Formutuje cztery zasady, ktére maja definiowa¢ maszyny: (I) dysponujemy zbiorem S opiséw
stanOw maszyny. Zbidr ten jest podzbiorem dziedzicznie skonczonych zbioréw (hereditarily

7 Rosen, op. cit., s. 491.

'8 Por. Hartmut Fitz, ‘Church’s Thesis. A Philosophical Critique of the Foundations of Modern Computability
Theory’, praca magisterska, Berlin, 2001, s. 94.

1 Mozliwo$é istnienia systemu fizycznego, ktéry wykonuje nieskoficzona liczbe krokéw (w jego czasie
wewnetrznym) w skonczonym czasie (zewngtrznym wzgledem systemu) mial rozwaza¢ juz Hermann Weyl.
Por. P. H. Potgieter, “Zeno Machines and Hypercomputations’, ztozone do Elsevier Science.

0 Por. na przyktad Potgieter, op. cit.; J. Mycka, ‘Empiryczne aspekty teorii obliczalno$ci’; Fitz, op. cit.; R.
Penrose, ‘Nowy umyst cesarza’, PWN, Warszawa 1995.

2l Robin Gandy, ‘Church’s Thesis and Principles for Mechanisms’, [w:] J. Barwise, H. J. Keisler, K. Kunen
(eds.), “The Kleene Symposium’, North-Holland, 1980, ss. 123-148.



finite sets - HF), nadbudowanym nad nieskonczonym zbiorem etykiet (labels), wraz z
okreslona na nim funkcja przejscia; nastgpne trzy zasady nakladaja ograniczenia na S i
funkcje przejscia F:S—S: (II) teoriomnogosciowy poziom budowy maszyny jest ograniczony
tzn. dk (S < HFy); (III) dla kazdego opisu istnieje ograniczenie na liczbg elementéw, z
ktorych zbudowana jest maszyna; (IV) zasada lokalnej przyczynowosci — kazdy stan zalezy
od ograniczonego (lokalnego) stanu poprzedniego. Gandy wykazuje, ze kazda funkcja
obliczana przez maszyng spelniajaca te zasady (za Kreislem nazywane m-obliczalne) jest
obliczalna przez maszyng¢ Turinga. Jesli za$ ostabi si¢ ktéra$ z zasad, to maszyna obliczac
bedzie dowolna funkcj¢ — bedzie dopuszczaé wolng wole.

[MTC] Dowolna funkcja okreslona w liczbach naturalnych, ktéra jest obliczalna przez
skonczong, dyskretng i deterministyczna maszyne¢ (m-obliczalna), jest obliczalna przez
maszyne¢ Turinga (T-obliczalna).

MTC posiada scisty dowdd, jest twierdzeniem matematycznym. Jej empiryczny charakter
polega na zatozenia, ze kazda maszyna musi spetnia¢ warunki wyrazone przez zasady (I-IV).
Jest to jednak kolejna feza**. Swéj argument Gandy tak formutuje:

[G1] Teza Gandy’ego: Dowolne dyskretne, deterministyczne i mechaniczne urzadzenie
(device) spetnia zasady (I) — (IV).

[G2] Twierdzenie Gandy’ego: Kazda funkcja obliczalna za pomoca urzadzenia
spetniajacego zasady (I) — (IV) jest rowniez T-obliczalna.

[G3] Wniosek: [MTC].”

Ogoélnie mozna powiedzie¢, ze jesli jakie§S sformulowanie TC posiada Scisty dowdd, to
istnieje jaka$ wczesniejsza teza, ktéra przyjeto na podstawie intuicji bez Scistego dowodu. W
literaturze anglosaskiej te wlasnie zalozenia nazywane sa czasami Centralnymi Tezami
argumentacji za TC.

Kleene sformutowat dwa dodatkowe heurystyczne argumenty za prawdziwoscia TC. Pierwszy
z nich (nazwiemy go argumentem z braku kontrprzyktadu) moéwi, ze TC jest prawdziwa
poniewaz kazda funkcja efektywnie obliczalna i kazda operacja, pozwalajaca efektywnie
definiowa¢ funkcje¢ z innych funkcji, okazata si¢ by¢ ogdlnie rekurencyjna. Zbadane zostaty
r6znorodne funkcje i ich klasy. Zatozeniem tych badan byto wyczerpanie wszystkich znanych
typéw funkcji. Metody badan wilasciwie wykluczaja to, ze mozna znalez¢ funkcjg, ktéra
bedzie efektywnie obliczalna i nie bedzie mozna (za pomoca tych metod) przeksztalci¢ jej w
funkcje rekurencyjna. Kreisel** podat przyktad takiej funkcji: niech bedzie dany system
formalny arytmetyki konstruktywnie poprawny, dla ktérego konstruktywnie wyliczymy jego
dowody. Definiujemy funkcj¢ f taka, ze f(n) = 0, gdy konkluzja n-tego dowodu albo nie ma
postaci egzystencjalnej albo ma, ale dowdd nie podaje $wiadka (witness) dla tej
kwantyfikacji; f(n) = (m+1), gdy konkluzja dowodu ma posta¢ egzystencjalng i dowdd
podaje m jako $wiadka. Okazato sig, ze funkcja f jest mechanicznie obliczalna. Ten przykiad
jest interesujacy, gdyz (jak zauwaza Odifreddi) nastgpuje w nim przejscie od formalnej
derywacji do mentalnego aktu dowodzenia. Odifreddi uwaza, ze ta definicja nie jest nawet

2 Fenomen fez jest w obrebie nauki do$¢ powszechny. Shagrir sygnalizuje, Ze istnieje problem z interpretacja
maszyny Gandy’ego. Por. Oron Shagrir, ‘Effective Computation by Humans and Machines’, Minds and
Machines, 12(2002), ss. 234-236.

2 Por. Gandy, op. cit., ss. 1261 123.

% Kreisel, op. cit., nr. 2.35.



sensowna, z teoriomnogo$ciowego punktu widzenia®™, Polski logik Jézef Pepis, ktdry
zajmowal si¢ TC 1 korespondowal w tej sprawie z Churchem, odno$nie argumentu z
kontrprzyktadu pisze tak:

Co sig¢ za$ tyczy tej hypotezy (zachowuj¢ oryginalng pisowni¢ autora A.O.), to autorowie wyzej
wspomniani (Church i Turing A.O.) nie daja zadnych przekonywujacych argumentéw na jej poparcie,
lecz opieraja sig li tylko na empirycznym (podkreslenie moje A.O.) fakcie, ze nie znane sa dotychczas
précz funkcji rekursywnych zadne inne funkcje ,,obliczalne”. [...] Wobec takiego stanu rzeczy kwestia
catkowitej rozwiazywalnosci zagadnienia rozstrzygalno$ci dla systemu wezszego rachunku funkcyjnego
pozostaje kwestig otwartg (podkreslenie A.O.). *°

Drugi z argumentéw Kleenego (nazywa si¢ go argumentem ze zbieinosci sformutowan)
powoluje si¢ na pewien rodzaj stabilnosci pojecia funkcji efektywnie obliczalnej. R6znorodne
sformutowania formalne tego poj¢cia okazaty si¢ by¢ réwnowaznymi. Kreisel podkresla, ze
pomimo rownowaznosci sformulowan nie mozna wykluczy¢ systematycznego btedu w tych
ujeciach oraz tego, ze pojecie - o ktére nam naprawde chodzi (efektywnej obliczalnos$ci) - nie
wystepuje posréd pojec réwnowaZnych27.

Podsumowujac powyzsze rozwazania mozna chyba stwierdzi¢, ze trzy przytoczone wersje TC
— [TC], [FTC] oraz [MTC] — posiadaja konsekwencje zawierajace terminy obserwacyjne. Sa
to odpowiednio: pojecia, systemy fizyczne 1 maszyny. Ten drugi i czgSciowo trzeci termin maja
desygnaty wyraznie nalezace do Uniwersum. Desygnatami pierwszego terminu sa pojecia -
tajemnicze obiekty funkcjonujace w umysle. Dla funkcji h-obliczalnych zdania obserwacyjne
maja przez to nieco innych charakter. Obserwacja bgdzie introspekcja i analiza pojec. Jej
zmyslowy (spostrzezeniowy) charakter polega na koniecznym pojawieniu si¢ opisu obliczania
funkcji w tym co Kant nazywat zmystowymi formami naocznos$ci, w szczegdélnosci w formie
przestrzeni. Ogdlnie, jesli wezmiemy dowolny obiekt (algorytm, system fizyczny, maszyng
skonczona) i wykazemy, ze funkcja obliczana przez taki obiekt okaze si¢ by¢ rekurencyjna, to
bedzie to czastkowe potwierdzenie dla odpowiedniej wersji TC. Za$ znalezienie
kontrprzyktadu (w dowolnej z trzech dziedzin) sfalsyfikuje odpowiednia wersje TC. Znaczy
to, ze zaden cztowiek (system fizyczny, maszyna) nie powinien umie¢ efektywnie obliczaé
warto$ci funkcji (dla dowolnego argumentu), ktéra nie jest rekurencyjna®.

2) Argumenty Churcha i Turinga za TC.

Przyjrzyjmy si¢ dokladnie, podanemu przez samego Churcha, uzasadnieniu dla TC. Pojawia
si¢ ono w paragrafie si6dmym ‘An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory’?, i

jest to jego drugi argument za TC.

[C1] Definicja: Funkcja f jest efektywnie obliczalna wtw istnieje system formalny F w
ktérym jest ona stabo reprezentowalna tzn. jednoargumentowa funkcja f jest obliczalna w

% Por. P. Odifreddi, ‘Kreisel’s Church’, [w:] ‘Kreiseliana’, P.Odiferddi (ed.). AK Peters 1996, ss. 389-415;
szczeg6lnie 399-400.

% Jozef Pepis, ‘O zagadnieniu rozstrzygalnosci w zakresie wezszego rachunku funkcyjnego’, Lwéw 1937, ss.
169-170.

T Por. Kreisel, op. cit., nr. 2.715.

* Bardzo intereujaca praca o empirycznym charakterze TC jest: S. Hansson, ‘Church’s Thesis as an Empirical
Hypothesis’, International Logic Review, 16(1985), ss. 96-101.

¥ American Journal of Mathematics, 58(1936), ss. 345-363. Przedrukowane w antologii Davisa ss. 88-107.



pewnym systemie F wtw istnieje formuta A w jezyku systemu F taka, ze dla kazdego n € N:
Fe A)=m wtw f(n)=m".

[C2] Centralna Teza Churcha’": Relacja Prov(x,y) ‘x jest dowodem y’ w F jest (nawet
pierwotnie) rekurencyjna. Znaczy to, ze zbior aksjomatéw i regut inferencji sa rekurencyjnie
przeliczalne oraz dla kazdej reguly istnieje funkcja rekurencyjna g taka, ze g(n, x) = y; gdzie y
jest numerem godlowskim formuty, ktéra uzyskuje si¢ w F przez zastosowanie n-tej reguly
systemu F do formut o numerze godlowskim x.

[C3] Whiosek (TC): Kazda funkcja efektywnie obliczalna jest rekurencyjna.

Argument ten ma charakter dedukcyjny. TC wynika logicznie z przyjetych przestanek.
Church nie podaje jednak zadnego uzasadnienia dla [C2] 2 Zatézmy, ze istnieje efektywnie
obliczalna i nierekurencyjna funkcja f. Dotaczmy do aksjomatéw jakiej$ odpowiednio bogatej
arytmetyki AR, jako aksjomaty, wszystkie zdania o postaci P(n,m) w taki sposéb, ze: |—AR’
P(n,m) wtw f(n)=m, gdzie P jest dwuargumentowym, nowym predykatem. Aksjomatyka
systemu pozostanie efektywna i sam system - rowniez. Poniewaz nie dotaczamy zadnej nowej
reguly, zbiér regul jest efektywnie enumerowalny i kazda reguta pozostaje efektywna.
Funkcja f bylaby w tej hipotetycznej arytmetyce AR’ stabo reprezentowalna. TC jest wtedy
oczywiscie falszywa. Nie mozna zatem w [C2] zamieni¢ slowa ‘rekurencyjny’ na stowo
‘efektywny’. Jest to malo prawdopodobne, ale jednak mozliwe, ze efektywna, lecz
nierekurencyjna funkcja istnieje. Dlatego Post, ktéry interpretowat TC w kategoriach
psychologii kognitywistycznej uwazal, ze dla weryfikacji TC nalezatoby zbada¢ wszystkie
mozliwe sposoby, w jakich umyst ludzki mégtby sformutowaé skonczony proces.> Chodzi o
wyczerpujaca analiz¢ czasowo-przestrzennych mozliwosci symbolizacji 1 ‘symbolicznej’
manipulacji przez czlowieka.®® Analiza ta dotyczy cztowieka jako kogo§ obecnego w
rzeczywistosci — Uniwersum. W podobnym duchu wypowiadat si¢ Kreisel gdy przypuszczat,
ze dopiero zbudowanie systemu formalnego obejmujacego cala matematyke mogloby
rozstrzygna¢ TC w odniesieniu do funkcji obliczalnych przez cztowieka (h—obliczalnych).3 >
Post postulowal stworzenie teorii poje¢ (Theory of Conception or Concepts). Ta nauka, jak
si¢ zdaje, miatby mie¢ charakter empiryczny i zdawac sprawg z faktycznych wlasnosci
ludzkiego umystu. W podobnym duchu wypowiada si¢ Gandy, gdy pisze o Godlu:

Obiekcja GODLA moze zosta¢é odpowiednio usprawiedliwiona poprzez teori¢ inteligencji. Jak on
przyjmuje, nasze obecne rozumienie ludzkiego umystu jest dalekie od bycia wystarczajaco wnikliwym
(penetrating) dla skonstruowania takiej teorii. Dla tego celu wiedza dostarczana przez introspekcje,
historig idei, eksperymentalna psychologie, neurofiziologie i sztuczna inteligencje wydaje si¢ by¢ za
skromna (seems meagre indeed). Nalezy zachowaé otwarty umyst.*®

0 Oron Shagrir, op.cit., Minds and Machines, 12(2002) wymaga by funkcja byta reprezentowalna. Ten warunek
nie jest jednak dobry, poniewaz w systemie sprzecznym kazda funkcja jest reprezentowalna i TC przez to bytaby
fatszywa.

! Nazwa pochodzi od W. Sieg, ‘Step by Recursive Step: Church’s Analysis of Effective Calculability’, The
Bulletin of Symbolic Logic, 3(1997), ss. 154-180.

32 Por. W. Sieg, op. cit., s. 165.

3 Por. Fitz, op. cit., ss. 37-39. Por. E. Post, Appendix do pracy ‘Absolutely Unsolvable Problems and Relatively
Undecidable Propositions’, przedruk [w:] antologii Davisa, ss. 340-433. W przypisach o numerach 1 i 9 Post
podkresla konieczno$¢ zbadania wszystkich sposobéw symbolizacji przez cztowieka.

** Por. Post, ‘Appendix’, s. 426.

* Por. G. Kreisel, ‘Which number theoretic problems can be solved in recursive progressions on IT'; — paths
through OY, The Journal of Symbolic Logic, 37(1972), ss. 311-334, szczegblnie s. 316. Istnienie takiego
systemu nie jest, wedtug Kreisela, sprzeczne z twierdzeniem Godla o niezupetnosci.

3 Gandy, op. cit., s. 124.



Wspomniana obiekcja GODLA dotyczyta TC w tym sensie mianowicie, iz sprzeciwial sig jej
psychologicznej interpretacji. Uwazal, ze rezultaty uzyskane przy zalozeniu TC nalezy
interpretowaé jako ograniczajace mozliwosci czystego formalizmu w matematyce.”’ Analiza
Turinga byta dla niego wystarczajacym wsparciem dla TC, ale zastrzegajac interpretacje TC
W nastgpujacej postaci:

[GTC] Kazda funkcja (okreslona w liczbach naturalnych) obliczalna za pomoca
mechanicznej procedury jest obliczalna przez maszyne Turinga.’®

Godel uwazat jednak, ze mozliwa jest efektywna komunikacja pomig¢dzy ludzmi odwotujaca
si¢ do tresci (sensu) wypowiedzi, a nie tylko do kombinatorycznych (czasowo-
przestrzennych) relacji pomigdzy kombinacjami znakéw.”’

Powyzsze rozwazania mialy za zadania wykaza¢, ze Church arbitralnie zatozyt [C2] podczas
gdy w miejsce tej przestanki nalezatoby wstawic

[C2’]: Relacja dowodliwosci dowolnego systemu spetniajqcego [C1] jest rekurencyjna.

Taka przestanka ma juz charakter empiryczny, gdyz jej prawdziwos¢ jest uzalezniona od
faktycznych wilasnosci dowolnych, mozliwych i odpowiednich systeméw formalnych.

Przyjrzymy si¢ obecnie argumentowi Turinga z pracy ‘On Computable Numbers, with an

Application to the Entscheidungsproblem’:*

[TI] Centralna Teza Turinga: Ludzki komputer (komputor) spetnia trzy warunki
ograniczajace.

[T2] Twierdzenie Turinga: Dowolna funkcja, ktéra moze zosta¢ obliczona przez komputor
spetniajacy trzy ograniczenia, jest obliczalna przez maszyng Turinga.

[T3] Whniosek (TC): Kazda funkcja obliczalna przez komputor, jest obliczalna przez
maszyn¢ Turinga. 4

Wspomniane trzy warunki to: determinizm (kazda konfiguracja procesu obliczania okresla
jednoznacznie nastgpny krok obliczen), ograniczonos¢ (na liczbg bezposrednio
rozpoznawalnych symbolicznych konfiguracji i na liczbg stanéw wewngtrznych maszyny),
lokalnosé¢ (zmianie podlegaja tylko bezposrednio obserwowane konfiguracje, a odleglos¢
nowo obserwowanych konfiguracji od obserwowanych bezposrednio jest ograniczona).

W analizie Turinga obliczalnosci przez cztowieka (ktéra okazata si¢ by¢ tak przekonywajaca
dla Godla), a ktéra przyjat jako [T1] w swej argumentacji, miesci si¢ pewien watek
empiryczny. Ograniczenia natozone na komputor maja odpowiada¢ rzeczywistym
ograniczeniom na obliczajacego czlowieka natozonym przez naturg. Czy tak rzeczywiscie
jest? Godel wiasnie wysunat krytyke analizy Turinga odnoszacej si¢ do skonczonej liczby
stanow wewngtrznych komputora. Godel zwracal uwage na to, ze cho¢ tych stanéw jest
skonczenie wiele, lecz ich liczba zmierza do nieskonczonosci, bo umyst jest w swej istocie

37 Por. ‘Postscriptum’ w antologii Davisa, ss. 71-73.

3 Por. Hao Wang, ‘From Mathematics to Philosophy’, Routledge & Keagan, New York, 1974, s. 84.

¥ Por. K. Godel, ‘Uber eine bisher noch nicht beniitzte Erweiterung des finiten Standpunktes’, Dialectica,
12(1958), ss. 280-287. W rozmowie z Wangiem Godel zauwazyl, ze dla poprawnosci do argumentu Turinga
nalezy doda¢ dwie przestanki: 1. Nie istnieje umyst niezalezny od materii; 2. Mdzg funkcjonuje jak komputer
cyfrowy. Por. Wang, op. cit., s. 326.

40 Proceedings of the London Mathematical Society, (2)42 (1936), ss. 230-265. Przedruk [w:] Davis, ss. 115-154.
*! Shagrir, op. cit. ss. 224-226.



dynamiczny (constantly developing), a nie statyczny”’. Ten zarzut Gédla ma wyraznie
empiryczng proweniencj¢, odwotuje si¢ do faktycznych wiasnosci umystu. Obecnie zwraca
si¢ uwage na to, ze analiza Turinga presuponuje mechanistyczne zatozenie.*

3) Teza Churcha a teza o niesprzecznos$¢ arytmetyki liczb naturalnych
(TN).

Pomiedzy TC a jednym z gtéwnych i nierozwiazanych probleméw teorii arytmetyki liczb
naturalnych — problemem jej niesprzecznosci - istnieje podobienstwo, ktore postaram sig
wskazac¢. Przez arytmetyke liczb naturalnych rozumiem wszystkie teorie liczb naturalnych,
ktore sa rozszerzeniami arytmetyki R, badanej przez Tarskiego, Mostowskiego i Robinsona,
w ktorej reprezentowalne sa wszystkie funkcje rekurencyjne (o ile R jest niesprzeczna).

e Zaréwno TC jak i TN nie posiadaja (absolutnych) dowodéw.**

e Ich dostgpne dowody (akceptowalne matematycznie) zakladaja to czego
dowodza.

¢ Inne dowody odwotuja si¢ do intuicji.

e W obu przypadkach dziata, wiasciwie jako jedyny, empiryczny argument z
braku kontrprzyktadu.

Church, w liscie do Godla z 27.07.1932 r. pisze:

W rzeczywistoéci jedynym dowodem na niesprzeczno$¢ systemu Principia Mathematica jest
empiryczne §wiadectwo (podkreslenie moje A.O.) pochodzace stad, ze system ten tak dtugo jest w
uzyciu, tak wiele twierdzen zostato w nim wyprowadzonych i nikt nie znalazt sprzeczno$ci.

e Duze dzialy matematyki (arytmetyka liczb naturalnych i teoria obliczalnos$ci)
uprawia si¢ przy zatozeniu tych tez.
e Ich falszywos$¢ miataby daleko idace konsekwencje.

Gdyby si¢ okazato, ze TN jest falszywa, to wtedy badania nad arytmetyka okazalyby sig
catkowicie trywialne, cho¢ twierdzenia udowodnione pozostatyby prawdziwe.

W przypadku TC wymienia si¢ nastgpujace konsekwencje jej prawdziwosci: dla Computer
Science — moc obliczeniowa maszyn jest ograniczona raz na zawsze przez TC; dla fizyki —
TC ogranicza do rekurencyjnych relacje pomiedzy obserwablami®’; dla filozofii — umyst
matematyczny jest ograniczony przez rekursywnos¢ (Post); dla kognitywistyki — preferuje
obliczeniowy model umystu. Falszywo§¢ TC miataby np. takie skutki, ze
Entscheidungsproblem bylby nadal otwarty 1 dziesiaty problem Hilberta rowniez.

e Spolecznos¢ matematykow 1 logikéw jest raczej przekonana co do prawdziwosci
zaréwno TC jak i TN.

2 Por. Davis, op. cit., s. 73.

+ Por. Fitz, op. cit., s. 22.

* Tarski, pytany, czy dowéd niesprzecznosci arytmetyki podany przez Gentzena (uzywajacy pozaskonczonej
indukcji do €)) wzmocnil jego przekonanie o niesprzecznosci tej teorii, mial odpowiedzie¢: By about an epsilon.
Por. Neil Tennant, ‘Deflationism and the Godel Phenomena: Reply to Ketland’, Mind, 114(453) (2005), s. 96.

“ Doktadniej znaczy to, ze [PTC] ogranicza do funkcji rekurencyjnych klase funkcji obliczalnych przez systemy
fizyczne. Zobacz fragment niniejszej pracy, gdzie referowano [PTC].
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e Wiedza o niesprzeczno$ci arytmetyki (czyli prawdziwo$¢ TN) ma charakter
intuicyjny, réwniez uzasadnienie dla TC odwotuje si¢ do intuicji. Obie tezy sa jakby
zagadnieniami brzegowymi matematycznych teorii.

Kurt Godel wprowadzit rozréznienie na matematyke obiektywna i matematyke subiektywna.
Ta pierwsza - jest klasa (zbiorem?) zdan opisujacych obiektywna rzeczywistos¢
matematyczna, za$ druga - dotyczy zbioru zdan dowodliwych w ramach pewnego systemu
formalnego. Korzystajac z tej dystynkcji zdefiniujmy zbiér zdan nalezacych do matematyki
obiektywnej Z:

Z:={T: =T }=TC},

gdzie T jest twierdzeniem lub hipoteza matematyki obiektywnej, za$ |— jest relacja
wyprowadzalnosci za pomoca logiki klasycznej46. Zbior Z jest niepusty, gdyz TC oczywiscie
nalezy do Z. Kleene' wykazal, ze pierwsze twierdzenie Godla o niezupetno$ci réwniez
nalezy do Z. Wydaje sig, ze twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy nalezy do
zbioru Z*. Intuicyjnie rzecz ujmujac, elementami zbioru Z sa te twierdzenia matematyki
obiektywnej, ktére zaleza od TC. Do zbioru Z naleza réwniez wszystkie twierdzenia o
(absolutnej) nierozstrzygalnosci, w tym twierdzenie o nierozstrzygalnosci logiki pierwszego
rzqdu49.

Problemem otwartym jest to, czy TN nalezy do zbioru twierdzen Z. TN jest twierdzeniem
matematyki obiektywnej 0

4) Zarys koncepcji empirycznego badania pojeé, w szczegolnosci TC.

W niniejszej pracy przyjgto za podstawowe dos¢ szczegdlne sformutowanie TC, oparte na
identycznosci dwéch pojeé. Przypuszczam, ze sformutowania TC w postaci [MTC] oraz
[FTC] wywodza si¢ z potrzeby uczynienia [TC] bardziej podatna na intersubiektywny wglad.
Pojecia sa niezbyt wdzigcznym przedmiotem badan, gdyz niewiele o nich wiadomo. Ich
istnienie wydaje si¢ by¢ bezsporne. Jesli przyjac¢, ze TC ma mie¢ charakter empiryczny, to
nalezy wskaza¢ jaka$ intersubiektywna droge docierania do poje¢¢. Analiza poje¢ czgsto
obarczona jest pewna doza subiektywizmu, a uzewngtrznienie poje¢ w postaci, na przyktad,
systemu formalnego zwiazane jest z pytaniem o adekwatno$¢ ujgcia. Jest to niejako droga z
umystu do form naocznosci, uzywajac terminologii Kanta. Mozliwa wydaje si¢ takze droga
odwrotna, polegajaca na indukowaniu poje¢. Wezmy dla przyktadu pojecie implikacji
materialnej. Przecigtny uzytkownik jezyka polskiego ma jakie$ pojecie tego spdjnika.
Sprébujmy pokaza¢ w jaki sposéb mozna bedzie indukowaé w umysle pojecie implikacji
materialnej. Ustalmy jaki§ system formalny (w jezyku 2z jednym funktorem
dwuargumentowym) charakteryzujacy spdjnik implikacji. Wezmy nastgpnie jakis program
pozwalajacy na generowanie tez tego systemu wraz z dowodami. Program ten dodatkowo ma
liczy¢ wszystkie uzycia formul pojawiajace si¢ w dowodach. Podobnie postapit Frege (dla
logiki pierwszego rzedu) w zakonczeniu swojego Begriffschrift. Dowodzi tam 133 tez logiki 1

% Jednakze, o ile mi wiadomo, nie istnieje ogélna definicja relacji wynikania pomiedzy zdaniami matematyki
obiektywnej.

s, C. Kleene, ‘Reflection on Church’s Thesis’, Notre Dame Journal of Formal Logic, 28(1987), s. 491.

* Por. Adam Olszewski, ‘Teza Churcha a definicja prawdy Tarskiego’, Analecta Cracoviensia, 33(2001), ss.
171-176.

¥ Jest tutaj pewna subtelnos¢. Jesli wezmiemy pod uwage twierdzenia o nierozstrzygalnoéci w sensie
nierekurencyjnosci, to rozwazane twierdzenia nie naleza do zbioru Z.

11



podaje liczbg uzycia poszczegdlnych formut w dowodach tez. I tak dla przyktadu, jego teza o
numerze 5 (stosuj¢ wspolczesna notacje):

(@1 —=>{(p—>9 = (p—0));

pojawia si¢ w dowodach pig¢tnastu tez. Natomiast teza o numerze 3:

(P> —>pP—>q9)>(r—>p) > T—>9));

pojawia si¢ tylko w dowodzie jednej tezy. Dla zbudowania pojgcia implikacji intuicyjnie
widac réznicg w istotnosci tych dwdch przytoczonych tez. Pierwsza z tez jest skomutowanym
sylogizmem hipotetycznym, a zatem nawiazuje do bardzo waznej wtasnosci implikacji,
polegajacej na przechodniosci tego funktora, podczas gdy druga teza jest zaledwie
poprzedzonym sylogizmem Fregego. Sam sylogizm Fregego jest wazna teza wyrazajaca
intuicyjnie rozdzielnos¢ implikacji wzgledem siebie samej, 1 pojawia si¢ w wyliczeniu
Fregego pigciokrotnie. Indukcja pojgcia implikacji materialnej miataby polega¢ na
informowaniu jakiego$ osobnika (ktory takiego pojgcia nie posiada) o tych wiasnosciach
implikacji, ktére najczesciej wystgpuja w dowodach tez. Przypuszczenie (empirycznie
weryfikowalne) jest takie, ze istnieje taka skonczona liczba tez implikacyjnych, pozwalajaca
zbudowa¢ pojecie implikacji. Liczba ta jest graniczna w tym sensie, Ze zapoznanie Si¢ z
innymi tezami nie zmienia juz samego poj¢cia implikacji — jest ono juz gotowe (ustalone).
Empiryczna weryfikowalno§¢ mogtaby polega¢ na tym, ze uzytkownik (majacy tak
zbudowane pojecie implikacji) umiatby bezblednie rozpoznawac to, czy inne formuty jezyka
systemu, ktére mu nie zostaly wcze$niej przestawione sa, czy tez nie sa wlasnosciami
implikacji.

Stosujac ten pomyst do pojecia funkcji rekurencyjnej nalezatoby policzy¢ uzycie pewnych
funkcji uzytych do zdefiniowania innych. Idac tym tropem mozna by indukowac¢ ogdlne
pojecie funkcji rekurencyjnej. Tak samo mozna by potraktowaé funkcje efektywnie
obliczalne. Indukowanie moze miec t¢ zaletg, ze nie potrzeba znajomosci wszystkich funkcji
dla zbudowania ogdélnego pojecia takiej funkcji. Wystarcza funkcje najbardziej
charakterystyczne.

12



