Od redakcji

Szanowni Czytelnicy!

7 duza satysfakcja pisze wstep do tego szczegdlnego nume-
ru Semina Scientiarum — czasopisma naukowego redagowanego
przez studentéw. Satysfakcja bierze sie stad, iz niemal wszyscy Au-
torzy artykuléw niniejszego numeru byli stuchaczami mojego wy-
ktadu monograficznego na temat niezupetnosci arytmetyki; badz
to w roku akademickim 2002/2003, badZ w roku 2003/2004. Owe
artykuly sa wlasciwie owocem wspomnianego wyktadu. W pierw-
szej czesci wstepu poczynie kilka uwag natury ogdlnej, nawiazujac
do zasadniczej mysli mego wyktadu, w drugiej za$ zaprezentuje
artykuty.

1.

Oba twierdzenia Go6dla i fenomen niezupelosci, cho¢ dobrze
znane spotecznosci logicznej i matematycznej, nie zostaly jeszcze
odpowiednio ’przetrawione’, aby sta¢ sie pozywka intelektualng
dla mitoénikéw madrosci. Mam wrazenie, ze w $rodowisku logi-
kow istnieje niepisane prawo ’zabraniajace’ zajmowaé sie filozo-
ficznymi interpretacjami twierdzen Godla. Znana jest anegdota
o Alonzo Churchu, ktéry majac watpliwosci, czy daé zaliczenie
pewnemu studentowi, miat o nim powiedzieé: Bytbym sklionny daé
mu zaliczenie, gdyby on byl sklionny obiecac, Ze nigdy nie napisze
Zadnego artykutu o filozoficznym znaczeniu Twierdzenia Gédla'.
Wydaje si¢ jednak, ze (ze wzgledéw czysto statystycznych) musi
sie ukazaé¢ wystarczajaco duzo prac filozoficznych na ten temat,
aby wsréd nich znalazly sie prace wybitne.

'C. A. Anderson and M. Zelény (eds.), Logic, Meaning and Computation,
Kluwer 2001, s. xii.
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Wedlug mnie najwazniejszymi osiggnieciami logicznymi dwu-
dziestego wieku o mocnym wydzwieku filozoficznym sa:

(H) Stworzenie metody formalno—aksjomatycznej przez Hilberta.
(TS) Twierdzenie Skolema-Lowenheima.

)
(TT) Twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy.
(TG) Twierdzenia Godla o niezupelnosci (TG1, TG2).
(TC)

TC) Teza Churcha.

Sciste twierdzenia (TS), (TT) i (TG) w sposéb zaskakujacy
ograniczaja metode Hilberta obiecujaco rozwinieta przez Tarskie-
go (definicja prawdy) i Godla (twierdzenie o pelnosci). (TC) jest
kolejnym ’zaskoczeniem’ dzialajacym na korzy$é (H). O ile (TC)
jest prawdziwa, to przynajmniej dla jednego pojecia intuicyjnego
— ’funkcji obliczalnej przez algorytm’ — da sie podaé¢ adekwatna
i formalna charakterystyke. Dodatkowo pomiedzy (TG1) a (TC)
zachodzi nastepujacy nietrywialny zwiazek?:

—(TG1) = —~(TC)

(TC) jest jedynie teza, bo nie posiada dowodu. Niektérzy sa-
dza, ze jej $cisty dowdd nie jest mozliwy. Wiadomo natomiast, jak
(TC) sfalsyfikowaé. Osobiscie przypuszczam, ze (TC) jest twier-
dzeniem pewnej nieistniejacej jeszcze nauki, na gruncie ktorej
znajdzie empiryczne uzasadnienie. Ma to by¢ nauka o podmio-
cie i do tego powinna mie¢ charakter empiryczny. Uzyty powyzej
zwrot ‘'mocny wydzwiek filozoficzny’ w odniesieniu do osiagnieé
logiki mozna teraz wyrazi¢ nastepujaco: tym wynikom logicznym
odpowiadaja twierdzenia nauki o podmiocie.

2Nazywam go nietrywialnym poniewaz nie zaktada sie w dowodzeniu tego
okresu warunkowego falszywosci (TG1). Por. S. C. Kleene, ,Reflections on
Church’s Thesis”, Notre Dame Journal of Formal Logic, 28 (1987), ss. 490—
498.
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Dobrze rozumiem, ze kto$ moze pomysleé¢, iz autor tych zdan
jest 'mawiedzony’. Dlatego wespre sie autorytetem wielkiego Hil-
berta. Juz w odlegltym roku 1905, w nieopublikowanym wyktadzie
pt. Logische Principien des mathematischen Denkens, postulowal
on istnienie nauki metodologicznie wczes$niejszej od matematy-
ki i nawet sformutowal w przyblizeniu jeden z jej aksjomatéw.
Ow aksjomat nazwal Aksjomatem Myslenia (Aksjomatem Istnie-
nia Inteligencji). Wydaje sie, ze jego tre$¢ mozna wyeksplikowaé
w nastepujacy sposéb>:

Ja istnieje i mysle rzeczy (czy tez o rzeczach).

Ja moge te myslane rzeczy oznaczaé¢ za pomocg prostych
znakow.

Ja moge te znaki zawsze jednoznacznie rozpoznac.

Ja myélac operuje pomyélanymi rzeczami za pomoca ich
oznaczen.

Ja moge prawa tego operowania poznal przez samo—
obserwacje.

Ja moge te prawa zupelnie opisac.

Ze wzgledu na (TG1) punkt szésty (i czwarty) podanej wy-
zej Hilbertowskiej charakteryzacji podmiotu wydaje si¢ trudny do
zaakceptowania. Z dowodu (TG1) i koncepcji maszyny Turinga
mozna wywiesé taki oto wniosek?:

(TGY’) Dla dowolnej maszyny Turinga TM, istnieje taka

maszyna Turinga TM1, ktéra zastosowana do ma-
szyny Turinga TM (ktéra ma wyliczaé same praw-
dy arytmetyki i Zadnego falszu) znajdzie prawde
arytmetyki opuszczong przez TM.

3 Aksjomat ten wymaga jeszcze wielu badan.

4K. Gédel, ,On formally undecidable propositions of Principia Mathema-
tica and related systems. I”, [w:] J. van Heijenoort (ed.), From Frege to Gédel,
ss. 596-616; S. C. Kleene, Introduction to metamathematics, Van Nostrand
1952, pragraf 60.
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A stad juz tylko krok do twierdzenia, iz:
(TG1”) Podmiot myslenia Hilberta nie istnieje.

Ale (TG1”) nie nalezy do logiki (metalogiki), lecz do owej postu-
lowanej nauki.

Numer czasopisma, ktéry oddajemy do rak Czytelnika, zawie-
ra jedenascie artykuléow oraz cztery recenzje. Omowie je krotko
w kolejnosci, w jakiej zostaly opublikowane.

Artykutly zostaly utozone w taki sposéb, aby najpierw przybli-
zy¢ Czytelnikowi sama posta¢ Kurta Godla. Czyni to znakomicie
Pan Tomasz Furman, opisujac dzieje zycia i gtéwne fazy rozwoju
naukowego austriackiego logika. W duzej mierze artykul ten opie-
ra sie na ksiazce Dawsona, ktérej recenzja zamieszczona jest takze
w tym numerze Semina Scientiarum.

Siostra Teresa Obolevitch zapoznaje nas z waznymi (i z dzi-
siejszej perspektywy 'nieortodoksyjnymi’) pogladami filozoficznym
Godla. W szezegdlnosci rozwazane sa zatozenia filozoficzne w opar-
ciu o ktére tworzyt Godel i postawione zostaje pytanie o implikacje
filozoficzne twierdzen o niezupeklosci.

Artykul Pani Anny Brozek jest préba odpowiedzi na pyta-
nie: czy i w jakim sensie twierdzenia Godla zadaty $miertelny cios
programowi Hilberta? Mozemy przeéledzi¢ intuicyjna zawartosé
dowodu pierwszego twierdzenia o niezupelnosci i dowiedzieé sig,
dlaczego Godel nie uwazal, ze zanegowal program Hilberta catko-
wicie. Pani Brozek prezentuje takze recenzje ksiazki K. Wojtowicza
Platonizm matematyczny.

Zdecydowanie najbardziej formalny charakter ma artykul Pa-
na Leszka Wronskiego, w ktérym elegancko podane zostaly Sciste
dowody obu twierdzen Goédla z warunkéw Bernaysa—Loba oraz
pokazano na przykladzie, jakie klopoty formalne moga wyniknaé
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z nieuwaznego postugiwania sie formuta wyrazajaca niesprzecz-
no$é¢ arytmetykid.

Nastepny artykut rozpoczyna serie pieciu prac, w ktérych mto-
dzi filozofowie prezentuja swoje wlasne uwagi na temat tytutowych
twierdzen.

I tak, Pan Robert Piechowicz zastanawia si¢ nad tym, jakie ce-
chy twierdzen matematycznych sprawiaja, ze twierdzenie staje sie
atrakcyjne matematycznie. Rozwaza trzy cechy twierdzenia Godlas:
kontekst filozoficzny, ogdlnosé twierdzenia i jego paradoksalno$é.
Ten sam Autor w dziale recenzji omawia niedawno wydana ksiazke
S. Krajewskiego o twierdzeniu Godla.

Pani Anna Tomaszewska rozwaza tzw. argument Lucasa prze-
ciwko mechanicyzmowi, czyli jedng z najczedciej omawianych filo-
zoficznych konsekwencji twierdzenn Godla. Przytacza zarzuty naj-
czesciej formutowane pod adresem Lucasa i w szczegdlnodci roz-
waza jeden z nich wykazujacy, ze argument Lucasa jest sprzeczny.

Pan Pawel Rojek zapoznaje nas z rozwazaniami rosyjskiego
logika i filozofa W. I. Moisiejewa na temat podobnej struktury
generowania zbioréw w antynomii Russella i zdan godlowskich.
Autor prébuje zastosowaé te rozwazania do rozwazan z filozofii
tradycyjnej — doktadnie filozofii Absolutu®.

Artykul Pana Pawla Polaka ma szczegélny charakter. Prezen-
tuje samodzielne spostrzezenia na temat: jakie przymioty musi
posiada¢ podmiot, aby stworzy¢ system formalny? Jest to zagad-
nienie, ktére zaproponowalem Autorowi. Mysle, ze w kontekscie
pierwszej czesci niniejszego wstepu tatwiej bedzie zrozumieé sens
tych ciekawych spostrzezen.

Artykul autorstwa Pana Wojciecha Zaluskiego omawia role, ja-
ka odegraly Aksjomat Determinacji i Aksjomat Wyboru w rozwa-
zaniach na temat Hipotezy Continuum. Hipoteza ta jest zdaniem

5Przy czytaniu trzeba zwrécié¢ uwage na to, ze w pracy termin ’funkcje
rekurencyjne’ znaczy 'funkcje czesciowo rekurencyjne’.

SPraca ta zostala napisana w czasie pobytu naukowego Autora na uniwer-
sytecie w Woronezu (Rosja).
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niezaleznym od aksjomatyki ZFC, a zatem szczegblnym przykla-
dem dla pierwszego twierdzenia Godla. Artykul ma za zadanie
popularyzacje tych bardzo trudnych zagadnien.

Pani Maria Piesko w kolejnym artykule prébuje spojrzeé¢ na
wyniki Godla w kontekscie 'programu’ Leibniza. Pojawia sie przy
tej okazji ciekawy watek ujecia zdan godlowskich w takich katego-
riach filozoficznych jak a priori oraz analitycznos$é. Ta sama Au-
torka w jednej z recenzji bez zadnej litodci rozprawia sie z ksiazka
J. Casti, W. Pauli, Gddel. Zycie i logika.

W ostatnim artykule Pan Ryszard Philipps z szerokiej perspek-
tywy omawia spér o to, czy umyslt jest maszyna, czy tez nig nie
jest. Bazuje przy tym na twierdzeniach limitacyjnych, do ktérych
nalezy (TG1) i (TG2).

Na koniec chciatbym podkredlié, ze Autorzy prac — mlodzi fi-
lozofowie — studiuja zagadnienia bardzo trudne, wymagajace du-
zej starannosci i pracowito$ci. Mozna przypuszczaé, ze ludzie ci
to przyszte pokolenie profesoréw, ktorzy za jakis czas beda pro-
wadzi¢ wlasne katedry. Ich dynamiczny rozwdj intelektualny jest
dobrym prognostykiem dla polskiej filozofii, z czego sie bardzo cie-
sze. Chce w tym miejscu podzickowaé im za mozliwosé i zaszczyt
prowadzenia dla nich zajec.

Adam Olszewski
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Zycie ,,Pana Warum”

Kurt Godel juz jako dziecko wykazywal sie wyjatkows docie-
kliwoécia i bystrodcia umystu. Z tego powodu, gdy mial cztery
lata, jego rodzice oraz starszy brat nadali mu przezwisko ,,Pan
Dlaczego” (der Herr Warum). Kurt nie tylko bezustannie zada-
wal pytania, co jest charakterystyczne dla wigkszodci dzieci, ale
nigdy z tego nie wyrdst. Wiasciwa dzieciom ciekawosé¢ Swiata oraz
ciggle poszukiwanie przyczyn zjawisk, ktore dla innych wydaja sie
oczywiste, by¢ moze najtrafniej oddaja jego nastawienie do $wiata.
Wiéréd pytan stawianych przez matego Kurta czesto pojawialy sie
te, ktore wiekszos¢ dorostych uznaje za nie majace odpowiedzi.
Jednakze takie tlumaczenie Godel od najmtodszych lat stanow-
czo odrzucal. Gleboko wierzyt bowiem w ukryty pod powierzch-
nig pozornie przypadkowych zjawisk wewnetrzny porzadek Swiata.
Wiéréd znalezionych juz po jego $mierci zapiskaéw znajduje sie li-
sta zasad, ktore uwazal za najbardziej fundamentalne. Pierwsza
z nich méwi: Swiat jest racjonalny'. To przekonanie Godel zy-
wil przez cale swoje zycie i by¢ moze wtasnie ono skierowalo jego
uwage w strone matematyki, ktérag uwazal za egzemplifikacje ro-
zumnosci i porzadku?.

Na wyjatkowa ze wszech miar osobe Kurta Godla nalezy jed-
nak spojrze¢ rowniez od innej strony. Oto bowiem genialny logik,
matematyk, ale takze fizyk i filozof okazal sie byé¢ prywatnie czlo-
wiekiem naiwnym, zamknigtym w sobie, w wielu wypadkach uza-
leznionym od opieki i dobroci najblizszych. Bez watpienia wybitne

1J. W. Dawson, Logical Dillemas. The Life and Work of Kurt Gédel, A. K.
Peters, Wellesley, Massachusetts 1997, s. 1.
2Z0b. ibidem, s. 2.
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osiagniecia naukowe Godla nie bylyby mozliwe gdyby nie mitosé
i poswiecenie jego zony Adele oraz niewielkiego, aczkolwiek od-
danego grona najblizszych przyjaciét. Nie wolno zapomnieé, ze to
wlasnie im w wielu wypadkach Gédel zawdzieczal zycie, wreszcie,
ze to oni musieli znosi¢ trudno$ci zycia z geniuszem, jego rozmaite
dziwactwa oraz skutki choroby psychiczne;j.

Brno

Niemiecka z pochodzenia rodzina G6dléw od co najmniej czte-
rech pokolen mieszkata na Morawach, bedacych wowczas czescia
monarchii austro—wegierskiej, z czego cze$¢ w Brnie — éwczesnym
centrum przemystu wldkienniczego. Godlowie pracowali gtéwnie
jako handlowcy, ale nigdy nie odnosili wigkszych sukceséw —
z jednym wszakze wyjatkiem: Rudolf August Godel (ojciec Kur-
ta) przechodzac kolejne stopnie kariery zostal w koncu wspotwla-
Scicielem fabryki tekstyliéw. 22 kwietnia 1901 poslubit Marianne
Handschuh, z ktérego to zwiazku na §wiat przyszli dwaj synowie:
Rudolf — 7 lutego 1902 r. oraz Kurt — 28 kwietnia 1906 r. Ojciec
Kurta byt katolikiem, matka protestantka, niemniej zadne z nich
nie bylo zbyt religijne, co nie pozostato bez wplywu na religijnosé
dzieci — Rudolf zostal agnostykiem, Kurt zas w pewnym przynaj-
mniej sensie wierzacym (pod koniec zycia swoja wiare okredlil jako
raczej teistyczng niz panteistyczng, bardziej w duchu Leibniza niz
Spinozy®). Warunki, w jakich przyszto dorastaé¢ mtodym chtopcom
byly bardzo komfortowe — dzigki stanowisku ojca Goédlowie mogli
sobie pozwoli¢ na zatrudnienie pomocy domowej, nauczycielki dla
synéw, a takze na liczne wyjazdy do kurortéw wypoczynkowych,
ktore duzo pdzniej z nostalgia wspominal dojrzaty juz Kurt.

Obaj chlopcy od samego poczatku byli silnie emocjonalnie
zwigzani z matka, z ktéra spedzali wiekszo$é czasu (Kurt po emi-
gracji do Stanéw Zjednoczonych az do jej $mierci w 1966 r. utrzy-
mywal z nia ozywiona korespondencje listowa). Ojciec, z powo-

3Ibid., s. 6.
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du intereséw, w domu przebywal o wiele rzadziej, ale mimo to
wspominany byt ciepto jako ten, ktéry zapewnil rodzinie dobro-
byt, a dorastajacym synom wszechstronna edukacje.

W roku 1912 Kurt Godel rozpoczal nauke w prywatnej, prote-
stanckiej szkole podstawowej. Byl wzorowym uczniem, otrzymy-
wal wytacznie najwyzsze stopnie, cho¢ stosunkowo czesto ze wzgle-
dow zdrowotnych zmuszony byl opuszczaé lekcje. Prawdopodobnie
juz wtedy nalezy szukaé poczatkéw tak znamiennej dla calego je-
go zycia hipochondrii. Jako chlopiec, ale tez pdzniej jako dojrzaty
mezcezyzna, mial w zwyczaju duzo czytaé¢ o dolegliwosciach, na
ktére zapadal i przyjmowaé — oczywiscie wbhrew opiniom lekarzy
— wylacznie najgorsze scenariusze rozwoju choroby.

Spokojnego i systematycznego zycia Godléw nie zakldcit nawet
wybuch I wojny $wiatowej. Rudolf August nie zostal powotany do
stuzby wojskowej, dzieki czemu mogt sie nadal troszczyé¢ o swoja
rodzine.

W 1916 r. Kurt ukonczyt szkote podstawowsg i zostal zapisany
przez rodzicow do osmioletniego gimnazjum w Brnie, cieszacego si¢
opinia jednego z najlepszych w calym Cesarstwie, a potem takze
w Czechostowacji. W ciggu lat spedzonych w szkole Kurt mial za-
ledwie dwoch bliskich kolegéw. Wickszos¢ swojego czasu poswiecal
nauce, w szczegolno$ci matematyce, fizyce i jezykom obcym, choé
ze wszystkich przedmiotéw otrzymywal najwyzsze stopnie. W ro-
ku 1924 ukonczyl gimnazjum jako jeden z najlepszych uczniéw.

Sam Godel o swojej szkole nie miat zbyt wysokiego mniemania.
W szczegdlnosci, jak twierdzil®, pobyt w gimnazjum nie miat wply-
wu na rozbudzenie jego zainteresowan matematyka oraz naukami
Scistymi. Takim przelomowym wydarzeniem miata by¢ natomiast
rodzinna wycieczka do Marienbadu w 1921 r., podczas ktorej zapo-
znal si¢ z biografia i teoria barw Goethego, a takze jego konfliktem
z Newtonem.

4Raz tylko zdarzylo sie, ze na $wiadectwie mial ocene nizsza od najwyzszej
(i to z matematyki!).
5Zob. J.W. Dawson, dz. cyt., s. 18.



10 I Tomasz Furman

Wieden

Jesienig 1924 r. Godel wstapil na Uniwersytet w Wiedniu z za-
miarem studiowania fizyki. Poniewaz jednak niemiecki model uni-
wersytetu, obowiazujacy takze w Wiedniu, pozwalal studentom
na duza swobode w doborze przedmiotéw, prawdopodobnie juz na
pierwszym albo drugim roku studiéw Kurt zdecydowal sie zajaé
blizej matematyka. Stato sie to pod wptywem wykladéw profeso-
ra Philippa Furtwnglera z zakresu teorii liczb, ktére cieszyly sie
wéwezas ogromng, popularnoécia i gromadzity nierzadko po kilku-
set stuchaczy.

Godel w czasie catych studiow zwiazany byl wylacznie z Uni-
wersytetem w Wiedniu, chociaz powszechnym zwyczajem wsrédd
studentow bylto wtedy pobieranie nauk na réznych uniwersytetach
(na przyklad wspolczesny Godlowi Carl Hempel studiowal kolej-
no w Getyndze, Heidelbergu, Berlinie i Wiedniu). Motywy Gdédla
byly prawdopodobnie natury praktycznej — w Wiedniu wynaj-
mowal, wspélnie ze studiujgcym medycyne bratem, mieszkanie,
tutaj mial krewnych, ktorzy mogli mu shuzy¢ pomoca w trudnych
sytuacjach, a poza tym niedaleko lezato rodzinne Brno.

7 zachowanych do dzisiaj materialéw wiadomo, ze Godel w cia-
gu pierwszych lat studiéw uczeszczal na wyktady Heinricha Gom-
perza z historii filozofii, interesowal sie kinetyczna teoria mate-
rii, czytywal pisma Euklidesa, Riemanna, Lagrange’a, Eulera, jak
rowniez Metaphysiche Anfangsgrnde der Naturwissenschaft Kan-
ta. Uczestniczyl takze w cotygodniowym seminarium prowadzo-
nym przez filozofa Moritza Schlicka, po$wieconym Introduction to
Mathematical Philosophy Bertranda Russella.

Jak przyznal pdzniej Godel, dwie osoby w sposdb szczegdl-
ny wplynely na kierunek jego zainteresowan, a nastepnie samo-
dzielnej pracy badawczej: wspomniany Philipp Furtwngler oraz
Hans Hahn, wybitny matematyk, specjalista w dziedzinie topologii
i analizy funkcjonalnej, ktérego uwaga od poczatku lat dwudzie-
stych skupita sie na filozofii i podstawach matematyki. To wlasnie
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Hahn odegrat decydujaca role w sprowadzeniu do Wiednia Moritza
Schlicka w 1922 r. i to pod jego kierunkiem napisal swéj doktorat
Godel. Wreszcie, co by¢ moze najbardziej znaczace, nalezat on do
niewielkiej grupy oséb, nazwanej potem Kotem Wiedenskim (od
manifestu ogloszonego w 1929 r.), inspirowanych pozytywistyczna
filozofig Ernsta Macha, ktéra co tydzien spotykata sie na dysku-
sje w jednej z wiedefiskich kawiarni®. Nieformalnym przywoédca
grupy byt Schlick, chociaz to Hahn byl tym, ktéry skierowal uwa-
ge jej cztonkéw na kwestie logiczne. Z czasem grono dyskutantéw
powiekszalo sie i dzieki naleganiom ze strony dwoch studentéw:
Friedricha Waismanna i Herberta Feigla, Schlick zgodzit si¢ nadaé
spotkaniom bardziej formalny charakter. Odbywaly sie one nadal
w czwartki wieczorem, ale juz nie w kawiarni, tylko w uniwersy-
teckim budynku Instytutu Matematyki.

Na spotkania Kola Wiedenskiego mozna sie byto dostaé¢ wy-
tacznie dzigki zaproszeniom. Kurta Godla zaprosit w 1926 r. za-
pewne Hahn albo Schlick, gdy dyskutowany byl po raz drugi Trac-
tatus logico — philosophicusWittgensteina. Od tego czasu az do
1928 r. Godel byt stalym uczestnikiem posiedzen Kota. Po 1928 r.
pojawial sie juz tylko sporadycznie.

W latach pézniejszych Godel zdecydowanie sprzeciwial sie
przypisywaniu mu pogladéw Kota Wiedenskiego. Na spotkaniach
nigdy jednak nie krytykowat otwarcie gtoszonych tam tez. W ogé-
le rzadko zabieral glos, wolal raczej przystuchiwaé sie i jedynie
od czasu do czasu wtraca¢ uwagi. Mimo to Kolto odegralo zna-
czaca role w jego zyciu. Po pierwsze, dzieki niemu nawiazal wiele
znajomosci, ktore okazaly sie owocne dla jego pdzniejszej pracy
naukowej, po drugie za$, lansowane przez Koto rozwiazania okre-
slonych probleméw — gtéwnie filozoficznych — staly sie punktem

wyjscia dla jego wlasnych przemyélen i poszukiwan”.

5Pozostali to m. in. Moritz Schlick, Richard von Mises, Karl Menger, Otto
Neurath, jego zona Olga, Rudolf Carnap oraz Philipp Frank.
"Zob. J.W. Dawson, dz. cyt., ss. 26 nn.
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Rok 1929 przyniést rewolucyjne zmiany w zyciu Godla: 23 lu-
tego niespodziewanie w wieku 54 lat zmart jego ojciec, 6 czerw-
ca otrzymal austriackie obywatelstwo, a doktadnie miesiac pdzniej
obronil swoja prace doktorska, w ktorej dowiodl twierdzenia o pel-
noéci® dla logiki pierwszego rzedu. Wreszcie w tym samym mniej
wiecej czasie poznal swoja przyszta zone — Adele Nimbursky z do-
mu Porkert.

Nie wiadomo doktadnie kiedy Godel blizej zainteresowal si¢ lo-
gika i podstawami matematyki, porzucajac dotychczasowe studia
nad jej bardziej klasycznymi dziedzinami, jak na przyktad teoria
liczb czy funkcji. Nie wiadomo takze, co zwrdcito jego uwage na
problem pelnosci logiki pierwszego rzedu, postawiony przez Hil-
berta i Ackermanna w ksiazce z 1928 r. pt. Grundzge der theore-
tischen Logik, a nastepnie przez Hilberta na Miedzynarodowym
Kongresie Matematykéw w Bolonii we wrzeéniu 1928 r. Nie jest
rowniez do konca jasne, jaka role przy pisaniu dysertacji Godla
odegrat jego promotor Hans Hahn. W rozmowie z Hao Wangiem
Godel stwierdzil, ze cala prace ukonczyl zanim w ogdle pokazat ja
Hahnowi, a jednoczesnie juz w pierwszym przypisie opublikowa-
nego doktoratu dziekowal Hahnowi za wiele cennych wskazdwek
i okazang pomoc w czasie pisania rozprawy”.

Po uzyskaniu doktoratu Godel zaczal powaznie myséleé o konty-
nuowaniu pracy naukowej na Uniwersytecie. Procedura wymagala
jednak, aby najpierw napisal habilitacje. Dlatego tez rok 1930 po-
Swiecit w znacznej mierze probom upowszechnienia wyniku swoje-
go doktoratu oraz poszukiwaniom tematu rozprawy habilitacyjne;j.

Dowod twierdzenia o pelnosci byl bez watpienia duzym osia-
gnieciem, niemniej w $rodowisku logikéw nie wywotal rewolucji.
Po pierwsze dlatego, ze bylo to rozwiazanie, jakiego wszyscy sie
spodziewali, po drugie za$ zastosowana przez Godla metoda do-

8W uzywanym tutaj sensie petnoéé systemu formalnego oznacza, ze kaz-
da prawdziwa formuta tego systemu moze zostaé¢ w skonczonej liczby krokéw
wyprowadzona z jego aksjomatow.

9Zob. J. W. Dawson, dz. cyt., s. 54.
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wodzenia byla podobna do tej zastosowanej juz wczesniej przez
Skolema i Lowenheima!®. Aby zwrécié na siebie uwage Godel po-
trzebowat spektakularnego sukcesu.

Po raz pierwszy o odkrytych przez siebie twierdzeniach o niezu-
petnoéci'! Godel napomknal 26 sierpnia 1930 r. w rozmowie z Car-
napem, Feiglem i Waismannem. Gtéwnym tematem spotkania byt
planowany na wrzesien wyjazd do Krdlewca na Miedzynarodowa
Konferencje po$wiecona epistemologii nauk $cistych (Carnap i Wa-
ismann mieli tam wyglosi¢ odczyty, Godel zas zaprezentowaé wy-
nik swojego doktoratu). Z przebiegu dyskusji i pdZniejszego zacho-
wania Carnapa jasno wynika, ze zupelnie nie zrozumial on wtedy
doniostosci odkrycia Godla.

Konferencja w Krolewcu trwata trzy dni, od 5 do 7 wrzesnia
1930 r. Pierwszego dnia zaprezentowano trzy dominujace stanowi-
ska w filozofii matematyki: logicyzm, intuicjonizm i formalizm (od-
czyty mieli odpowiednio Rudolf Carnap, Arend Heyting i John von
Neumann). Godel o swoim doktoracie méwit nazajutrz przez oko-
to 20 minut, za$ ostatniego dnia konferencji miata miejsce otwarta
dyskusja podsumowujaca. Wtedy to wlasnie Godel niespodziewa-
nie oznajmil, ze mozna podaé przyklady zdani |[...], ktére choé sq
ntuicyjnie prawdziwe, to nie mozna ich dowie$é w formalnym sys-
temie matematyki klasycznej?. Spoéréd obecnych na sali prawdo-
podobnie tylko stynacy ze swej bystrosci umystu von Neumann od
razu zrozumial sens wypowiedzi Godla, ktérego zaraz po zakon-
czeniu konferencji poprosit o blizsze wyjasnienia.

W znacznym stopniu to wilasnie dzieki von Neumannowi od-
krycie Godla stato sie szerzej znane. W wygtlaszanych przez siebie
wykltadach w Europie oraz Ameryce czesto wspominal o mtodym
matematyku z Wiednia, ktéry dokonal rewolucyjnego odkrycia
z zakresu podstaw matematyki. Ostatecznie von Neumann zostal

1070b. J. W. Dawson, dz. cyt., s. 60.

HSystem formalny jest zupetny, jesli dla kazdego sensownego zdania danego
jezyka, albo samo to zdanie, albo jego negacja posiadaja w ramach systemu
sformalizowany dowdd.

2 Ibid., s. 69.
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jednym z najblizszych przyjaciét Godla oraz jego opiekunem po
emigracji do Stanéw Zjednoczonych.

Godlowskie twierdzenia o niezupetnoéci wykazaty, jak sie dzi$
przyjmuje, ograniczonoéé epistemologiczna metody dedukcyjnej'3.
Pierwsze twierdzenie glosi, ze kazZdy system aksjomatyczny, zawie-
rajgcy w sobie arytmetyke liczb naturalnych i niesprzeczny, musi
byé niezupelny'®, drugie, ze dowdd niesprzecznosci teorii aksjo-
matycznej zawierajgcej arytmetyke liczb naturalnych nie moze byé
przeprowadzony w metamatematyce nie operujgcej Srodkami wy-
kraczajgcymi poza te, ktore mieszczq sie w samej rozwazanej teo-
rii'®. Wyniki Gédla wywolaly prawdziwe ,trzesienie ziemi” w ma-
tematyce. Przede wszystkim za$ podwazyly stanowisko Hilberta,
ktory byl przekonany o zupelnosci arytmetyki oraz twierdzil, zZe
w metamatematyce, przy pomocy Srodkow finitystycznych, mozna
bedzie wykazaé w sposob bezwzgledny, niesprzecznosé arytmetyki
liczb naturalnych'S.

Jednakze mimo entuzjastycznego przyjecia rewolucyjnych
twierdzen o niezupetnosci przez von Neumanna, spotkaly sie one
z silng opozycja ze strony znacznej czesci matematykow, i to tych
najwybitniejszych (m. in. Zermelo). Jedna z przyczyn byl fakt, ze
Godel nie podal §cistego dowodu drugiego ze swych twierdzen'”.
Ale fundamentalne znaczenie mialy w tej kwestii bez watpienia
przekonania filozoficzne i pragnienie ich obrony za wszelka cene.

Godel po raz kolejny w swojej krotkiej karierze nauko-
wej doznal bolesnego rozczarowania. Niedtugo po opublikowaniu
w 1931 r. swojej rewolucyjnej pracy popadl w gleboka depresje.
Jego brat i matka obawiajac sie, ze moze popelni¢ samobdjstwo,
umiescili go pod przymusem na okres kilku tygodni w sanatorium
w Purkersdorf niedaleko Wiednia.

13, Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujecivhistorycznym, OBI — Kra-
kéw, Biblos — Tarnéw, 2000, s. 352.

M Tbid., s. 339.

15 Ibid.

1% Ibid.

17Stalo sie to dopiero w 1939 r. za sprawa Hilberta i Bernaysa.



Zycie ,Pana Warum” 15

=
-

Po powrocie na uniwersytet Godel zabral sie intensywnie do
pracy. Bral udziatl w prowadzonym przez Hahna seminarium z logi-
ki matematycznej, opublikowat kilka artykuléw, wreszcie 13 stycz-
nia 1933 r. obronil prace habilitacyjna, ktérej tematem byly na-
turalnie twierdzenia o niezupelnoéci.

W tym samym czasie w Europie przebywal Oswald Ve-
blen, amerykanski matematyk zaangazowany w projekt utworze-
nia w Princeton w Stanach Zjednoczonych elitarnego osrodka ba-
dawczego — Institute for Advanced Study (IAS). Odkrycia Godla
zrobily na nim tak wielkie wrazenie, ze zaproponowal mu przyjazd
do Princeton juz w pierwszym roku funkcjonowania Instytutu, tj.
na przetomie lat 1933 i 1934.

Sytuacja polityczna w Austrii byla wéwczas bardzo napieta.
Nasilaty si¢ wpltywy ruchdéw faszystowskich, w parlamencie nie by-
to porozumienia, co do sposobdéw przeciwdzialania kryzysowi eko-
nomicznemu panstwa, wprowadzono cenzure i zakazano publicz-
nych zgromadzen. Jednak zanim Godel, przyjawszy zaproszenie
Veblena, wyjechal do Ameryki, zdazyt jeszcze skorzystaé¢ z nowo
nabytego prawa do nauczania na uniwersytecie i w maju 1933 r.
rozpoczat krotki cykl wyktadéw o podstawach arytmetyki.

TAS bylo instytucja naukowa powotang i finansowang przez
milioneréw — filantropéw: Louisa Bambergera i jego siostre Felix
Fuld. Formalnie utworzona w 1930 r. faktycznie zaczeta funkcjo-
nowaé w trzy lata pdzniej. Jej celem bylo prowadzenie specjali-
stycznych badan, poczatkowo w dziedzinach matematyki i fizyki.
IAS oprécz tego, ze zatrudnial stalych pracownikéw, zapraszal
takze na stypendia najwybitniejszych naukowcéw z calego Swiata.
Od 1933 r. pracowali tam m. in. Albert Einstein, James Alexan-
der, Heramnn Weyl, Wolfgang Pauli, Paul Bernays, Alozo Church
oraz wspomnieni juz John von Neumann i Oswald Veblen. Gédel
do przybyl Princeton w pazdzierniku tego roku i pozostal tam
przez najblizsze osiem miesiecy, zapoznajac sie przy okazji z naj-
nowszymi osiggnieciami teorii wzglednosci i mechaniki kwantowej.
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W miedzyczasie wydarzenia w Austrii szybko tempa. W lipcu
1934 r. nazisci zamordowali kanclerza Engelberta Dollfussa, a na
uczelniach wtadze przejeli nacjonalisci. Przez nich z uniwersytetu
w Wiedniu za zydowskie pochodzenie wyrzucono profesora Gom-
perza, na ktorego wyklady z historii filozofii uczeszczal wczesniej
Godel.

Po powrocie z Ameryki Godel znaczng czesé swojego czasu po-
swiecit fizyce, gtéwnie pracom Eddingtona, Plancka, Macha, Bor-
na, Schrodingera i Diraca. Réwnoczes$nie zywo interesowatl sie filo-
zofia (szczegdlnie Leibnizem i Husserlem) oraz prowadzil wyklady.
W tym samym czasie osiagnal kolejny znaczacy sukces w logice,
udowodnil mianowicie niesprzecznos¢ aksjomatu wyboru i uogdél-
nionej hipotezy continuum z innymi aksjomatami teorii mnogo-
éci'®, ale z publikacja zwlekal do 1937 1.

W 1935 r. po raz kolejny wyjechal do Princeton, ale z po-
wodow zdrowotnych musial prawie natychmiast wroécié. Ktopoty
ze zdrowiem, gtéwnie na tle nerwowym, okazaly sie powazniejsze
niz mozna bylo przypuszczaé¢. W efekcie prawie caty 1936 r. mu-
sial spedzi¢ w sanatoriach. Termin powrotu do pracy dwukrotnie
przesuwal i ostatecznie wyklady o aksjomatyce teorii mnogosci
rozpoczal dopiero latem 1937 r.

Atmosfera, jaka panowala wéwczas na uniwersytecie, nie sprzy-
jata pracy naukowej. Wérod wyktadowcodw i studentéw dominowali
ludzie o sympatiach nazistowskich a sytuacja polityczna w kraju
byla wciaz bardzo napieta. Godel, jako jedyny z dawnej kadry lo-
gikéw, pozostal wtedy w Wiedniu (Hahn zmarl jeszcze w 1934 r.,
Schlick zostatl zamordowany w 1936 r., a Carnap i Menger wyemi-
growali do Stanéw Zjednoczonych), ale i on wyjechal do Princeton,
gdy po przytaczeniu Austrii do Rzeszy w 1938 r. stracil prawo na-
uczania na uniwersytecie. Przed wyjazdem zdazyl jeszcze wziaé
Slub z Adele 20 wrzeénia 1938 r.

8por. K. Wéjtowicz, Platonizm matematyczny. Studium filozofii matematyki
Kurta Goédla, OBI-Krakéw, Biblos—Tarnow, 2002, s. 144.
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Mimo wiszacej nad Europg grozby wojny, Godel zdecydowal sie
w 1939 r. wrécié¢ na kilka miesiecy do Europy — na zaproszenie
Mengera przyjechal na Uniwersytet Notre Dame w Paryzu z cy-
klem wyktadow o teorii mnogosci. Okazato sie to fatalnym w skut-
kach bledem. W miedzyczasie bowiem waznosé stracita jego wiza
wjazdowa do Stanéw Zjednoczonych, a Hitler zaatakowal Polske,
rozpetujac tym samym IT Wojne Swiatows. Uzyskanie pozwolenia
na opuszczenie Rzeszy bylo w tych warunkach niezwykle trudne
i wymagalo czasu, zwlaszcza, ze Kurt musial jeszcze uregulowaé
swoj stosunek do stuzby wojskowej i w jakis sposéb zarabiaé na
zycie. Takze po drugiej stronie Atlantyku (gléwnie za sprawa von
Neumanna) robiono wszystko, co mozliwe, aby sprowadzi¢ go do
USA, ale podejmowane wysilki nie przynosity zadnych rezultatéw.

Niespodziewanie jednak juz w grudniu 1939 r., zapewne dzie-
ki listowi Adele do ambasady niemieckiej w Waszyngtonie, Godel
wraz z zong otrzymali w koficu upragnione pozwolenie na wyjazd
do Ameryki. Z obawy przed aresztowaniem przez Anglikéw na
Atlantyku, administracja Rzeszy nakazywala podréz przez Zwia-
zek Radziecki, Japonie i Pacyfik, do czego Godlowie postusznie sie
zastosowali. Ostatecznie 4 marca 1940 r. przybyli do San Franci-
SCO.

Princeton

Pierwsze lata pobytu w Princeton nie byly dla Godla tatwe. Do
USA przybyl oficjalnie jako Niemiec, a nie Austriak (Austria byta
wtedy czescia Rzeszy) i dlatego traktowany byl jako potencjalny
wrog — za kazdym razem, gdy chcial wyjechaé¢ poza Princeton
musial ubiegaé sie o specjalne pozwolenie. Cata sprawa wyjasniona
zostata dopiero w 1942 r.

Oprécz tego, na poczatku lat czterdziestych daly o sobie po
raz kolejny znaé¢ obsesje Godla. Twierdzil mianowicie, ze z lodow-
ki oraz z kaloryferéw wydzielaja sie zabdjcze dla jego organizmu
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gazy'?. Kiedy indziej, podczas wakacji, nie opuszczal swojego po-
koju bedac przekonanym, ze przyjezdzajacy do hotelu obcokra-
jowcy chea go zamordowadé??. Zaniepokojona stanem psychicznym
swojego meza Adele byla w stalym kontakcie z lekarzami, z kté-
rymi na biezgco konsultowala stan zdrowia Kurta.

Dziwaczne i niekiedy uciazliwe zachowanie Gédla oraz jego na-
tura samotnika sprawialy, ze wraz z zong pozostawali raczej na
uboczu zycia towarzyskiego Princeton. Problemem byla tez trud-
no nawiazujaca kontakty i nieskora do nauki jezyka angielskiego
Adele. Podczas gdy Kurt w Ameryce czul sie bardzo dobrze, jej
Princeton raczej nie przypadto do gustu. Tesknita za ojczyzna i po
zakonhczeniu wojny czesto wyjezdzalta do rodziny w Austrii.

Majac zapewnione stale zrodto dochodu, Gédel mégt w koncu
poswieci¢ sie znowu pracy, gtéwnie prébom udowodnienia nieza-
leznosci hipotezy continuum i aksjomatu wyboru od pozostatych
aksjomatow teorii mnogosci. Jednak brak ostatecznych efektéw
w tych dziedzinach sprawit, ze od okoto potowy lat czterdziestych
niemal catkowicie pochloneta go filozofia Leibniza.

Godel zywit bardzo mocne przekonanie, ze Leibniz padt ofiarg
spisku wydawcéw, ktérzy nie cheieli dopusci¢ do publikacji frag-
mentéw jego tekstow, a nawet catych dziet, w ktérych, zdaniem
Godla, wypowiadal sie m. in. na temat naukowej doniostosci teorii
gier, antynomii teorii mnogosci oraz antycypowal zasade zacho-
wania energii. Swoimi rewelacjami Godel podzielil si¢ wczedniej
z Mengerem w czasie pobytu w Paryzu, a bedac juz w Prince-
ton ze swoim wieloletnim przyjacielem, Oskarem Morgensternem.
Obydwaj do odkry¢ Godla odnosili sie z duzym dystansem i wyro-
zumialoécia. A jednak pewne wydarzenie niedtugo potem wprawi-
to Morgensterna w niesamowite zdumienie i kazato mu z wieksza
uwaga podchodzi¢ do szalonych pomystow Kurta. Godel zabral
go mianowicie do biblioteki, gdzie zgromadzil mnéstwo ksiazek
i artykutéw wydanych za zycia i wkrotce po Smierci Leibniza, za-

1970b. J. W. Dawson, dz. cyt., s. 158.
2070b. ibidem, s. 161.
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wierajacych odwotania do jego tekstow. Jak sie okazalo, w wielu
przypadkach w przytaczanych pismach Leibniza albo nie mozna
bylo odnalezé fragmentow, na ktore sie powolywano, albo cyto-
wane dziela nigdy sie nie ukazaly!?! Prezentacja Godla zrobita na
Morgensternie tak duze wrazenie, ze gdy juz po wojnie nawia-
zano ponownie kontakty z niemieckimi instytucjami naukowymi,
zaangazowal sie wspodlnie z nim w przedsiewziecie sporzadzenia
i sprowadzenia do USA kopii rekopiséw Leibniza.

W 1945 r. Godel wznowit korespondencje listowa z matka i bra-
tem w Austrii oraz wspieral ich materialnie w trudnym okresie
zaraz po wojnie. W jednym z listéw przyznal sie tez Rudolfowi,
ze cierpi na powazne dolegliwosci zotadkowe. Z ich powodu mu-
sial pdzniej przejé¢ na $cista diete, a nawet przebywaé przez krotki
okres w szpitalu.

W 1946 r., po raz kolejny dzigki staraniom m. in. von Neu-
manna, Godel zostal mianowany stalym pracownikiem IAS, a 5
grudnia 1948 r. otrzymal obywatelstwo amerykanskie (przy tej
okazji ze Smiertelna powaga i wyrazem autentycznego zatroska-
nia wyjawitl Einsteinowi i Morgensternowi, ze znalazt sprzecznoscé
w konstytucji Stanéw Zjednoczonych!).

Zainteresowania naukowe Godla skupity sie tymczasem na ko-
smologii, a $cislej na problematyce czasu. Analizujac ogdlna teorie
wzglednosci doszedt do wniosku, ze absolutny czas nie jest koniecz-
nym elementem wszystkich mozliwych rozwigzan réwnan pola Ein-
steina??. Nastepnie za$ zaczal badaé éwiaty, w ktérych za spra-
wa zamknietych linii czasopodobnych, mozliwe jest podrézowanie
w czasie. Teoretyczng mozliwos¢ istnienia takich $wiatéw przewi-
dziat duzo wczesniej sam Einstein, ale nigdy nie zajmowal si¢ blizej
tym zagadnieniem. Po opublikowaniu wynikéw pracy Godla uznal
je za interesujace, ale nie majace raczej szans na potwierdzenie em-
piryczne. W ogoéle na znakomita wickszos¢ wynikéw badan Godla
z kosmologii nie zwrdcono prawie zupelnie uwagi. Traktowano je

21Z0b. ibidem, s. 166.
2270b. ibidem, s. 177.
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raczej jako teoretyczne, noszace znamiona paradokséw ciekawost-
ki, lezace poza gléwnym obszarem zainteresowan owczesnej fizyki.

W maju 1949 r. wspélnie w Morgesterenm Godel przystapit do
realizacji powzietego wczesniej planu sporzadzenia kopii rekopiséw
Leibniza. Przedsiewziecie trwalo ponad cztery lata, ale ostatecz-
nie zakonczylo sie powodzeniem i zebrane materiaty umieszczono
w bibliotece Uniwersytetu Pensylwanii.

W 1951 r. Godel, wspdélnie z Julianem Schwingerem, zostat
uhonorowany przyznawana corocznie prestizowg nagroda Einste-
ina. Symptomatyczne, ze byto to dopiero pierwsze akademickie
wyrdznienie, jakiego dostapit Godel w swej wieloletniej i obfituja-
cej w przetomowe dokonania karierze naukowej. Wkrétce mialo sie
to zmienié. Jeszcze tego samego roku otrzymal bowiem honorowy
doktorat Uniwersytetu Yale, a rok pézniej Uniwersytetu Harvarda.
Wreszcie w 1953 r. zostal mianowany cztonkiem National Acade-
my of Sciences oraz profesorem TAS.

Paradoksalnie, po otrzymaniu tak wielu znakomitych wyré6z-
nien Godel usunal si¢ catkowicie w cien publicznej pacy naukowe;j.
Po 1951 r. nie uczestniczyl juz w zadnym posiedzeniu jakiego-
kolwiek towarzystwa matematycznego, nie prowadzil seminariéw,
rzadko wyktadal i mimo ciagltych badan wszystkie jego publika-
cje po 1952 r. byly zaledwie uzupelnieniami poprzednich. Izolacje
Godla pogtebita dodatkowo émieré, w przeciagu pieciu lat, trzech
najblizszych przyjaciél: Einsteina, ktérego nazwal kiedys uosobie-
niem zyczliwosci??, von Neumanna oraz Veblena. Ze znajomych,
ktorych poznal przybywajac do Princeton w 1940 r., nie zostal pa-
wie nikt, a grono przyjaciét zawezilo sie do jednej osoby — Oskara
Morgensterna.

Wiele do zyczenia pozostawialo takze zdrowie Godla. Na prze-
tomie lat piecdziesigtych i szeS¢dziesigtych regularnie konsultowat
sie z psychiatra, aby przeciwdziala¢ postepujacej anoreksji, nie-
mniej wizyty nie odnosity oczekiwanych rezultatéw. Na poczatku
lat siedemdziesigtych nasility sie ataki hipochondrii i paranoi, mie-

2 Ibid., s. 203.
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wal halucynacje, ale konsekwentnie nie ufat lekarzom i odmawiatl
przyjmowania pokarmu, przez co pod koniec zycia wazyl ponizej
50 kg. W latach wczesniejszych, kiedy obsesyjnie batl sie, ze moze
zostaé otruty i takze nic nie jadal, od Smierci glodowej ratowata
go Adele. Teraz jednak z powodu choroby sama bytla przykuta do
t6zka i Godel byt skazany wylacznie na siebie.

7 czasem Kurt przestal zwazaé na przyznawane wyrdznienia.
Nie fatygowal si¢ juz, aby odbiera¢ kolejne honorowe doktoraty.
Nie odebral tez prestizowego, przyznanego mu w 1975 r. przez
prezydenta USA, National Medal of Science. Coraz rzadziej po-
jawiatl sie w Instytucie, az w koncu 1 lipca 1976 r. przeszedt na
emeryture.

W ostatnich latach zycia, szczegdlnie po $mierci Morgenster-
na, prawie catkowicie stracil kontakt ze Swiatem zewnetrznym.
Poniewaz Adele wiekszosé czasu musiata spedzaé¢ w szpitalu, Kurt
zostal sam i tylko od czasu do czasu rozmawial telefonicznie z Hao
Wangiem.

28 grudnia 1978 r. w stanie skrajnego wyczerpania i wygtodze-
nia zostal przyjety do szpitala, gdzie zmart 17 stycznia nastepnego
roku. Pogrzeb mial miejsce w Princeton dwa dni pdznie;j.

Jego Smier¢, poza waskim gronem uczonych, nie zwrécita wiek-
szej uwagi opinii publicznej. Jeden z najwybitniejszych umystéw
XX w. do dzi§ pozostaje poza $wiatem nauki osoba prawie zupet-
nie nieznang.
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Nie jest tajemnica, ze filozofia i matematyka sg $cisle zwiaza-
ne ze soba. Od czaséw starozytnych, zwlaszcza pitagorejczykdw
i Platona, matematyka byla i nadal pozostaje przedmiotem szcze-
gblnej uwagi filozoféw. Z kolei wiele probleméw filozoficznych (jak
chociazby zagadnienie nieskonczono$ci) odnajduje swe rozwiaza-
nia wlaénie na terenie matematyki'. Nie dziwi wiec, ze najwieksze
teorie matematyczne zrodzity sie nie tylko na skutek technicznych
zabiegéw, ale takze inspiracji filozoficznych, dostarczajac obfite-
go materiatu dla dalszej refleksji. Wystarczy wspomnie¢ o kwestii
podstaw matematyki, statusu ontologicznego obiektéw matema-
tycznych, problematyce epistemologicznej dotyczacej zrodet wie-
dzy matematycznej oraz jej zakresu i praktycznego zastosowania?.

Najstarszym, najbardziej ,zastuzonym” i wcigz aktualnym
nurtem w filozofii matematyki jest koncepcja platonska w jej roz-
maitych wariacjach. Pod jej wplywem znajdowal sie miedzy in-
nymi ,ojciec wspotczesnej matematyki” Georg Cantor, a takze
Gottlob Frege, Alonzo Church. Fascynacja platonizmem nadata

1J. Dadaczynski, Matematyka w oczach filozofa. Jedenascie artykuléw z fi-
lozofii matematyki, OBI — Krakéw, Biblos — Tarnéw, 2002, s. 9.

2Do zagadniefi ontologicznych i epistemologicznych J. Pikul dodaje gru-
pe probleméw aksjologicznych. Zob. J. Pikul, Obecnosé tradycyjnych watkow
we wspdlczesnej filozofii matematyki w: ,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce”
XXIIT (1999), ss. 68, 88-94.
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rowniez kierunek badaniom Kurta Godla. Juz z tej racji warto za-
stanowi¢ sie nad filozoficznymi przestankami jego tworczosci. Co
wiecej, logiczno-matematyczny dorobek Godla, szczegdlnie jego
stynne twierdzenia o niezupelnosci, pozostaja ,dyzurnym tema-
tem” dla filozoféw matematyki>.

Na temat dziedzictwa Goédla istnieje bogata literatura. Ni-
niejsze opracowanie nie roéci pretensji do wyczerpujacej analizy
wszystkich watkéw filozoficznych obecnych w twoérczosci ,kréla lo-
giki XX wieku”. Jego skromnym celem jest przedstawienie pew-
nych filozoficznych idei przyswiecajacych pracom austriackiego lo-
gika, a takze wybranych konsekwencji zen wynikajacych. Na ko-
niec wspomnimy o niektérych stricte filozoficznych dociekaniach
wystepujacych w pismach Godla.

Zalozenia filozoficzne

Zalozenia ontologiczne: natura obiektow
matematycznych

Kurt Goédel nie ukrywal swego $wiatopogladu filozoficznego,
juz w 1933 roku deklarujac sie jako zwolennik platonizmu?. Dzie-
sie¢ lat pozniej w artykule Russell’s Mathematical Logic napisal,
ze .klasy i pojecia (concepts) moga by¢ pojmowane jako realne
obiekty, mianowicie klasy — jako «wieloSci rzeczy» (pluralities of
things) lub jako struktury sktadajace sie z wielosci rzeczy, a poje-
cia (concepts) — jako wlasnodci i relacje miedzy rzeczami istnie-
jacymi niezaleznie od naszych definicji i konstrukeji”®. Stanowisko
Godla jest okre$lane mianem realizmu ontologicznego (w odrdz-
nieniu od antyrealizmu). Godnym uwagi jest fakt, ze jednoczesnie

3K. Wéjtowicz, O matematyce i filozofii matematyki [w:] ,Zagadnienia Fi-
lozoficzne w Nauce” XXIII (1999), s. 60.

K. Wojtowicz, Platonizm matematyczny, OBI — Krakéw, Biblos — Tarnéw,
2002, ss. 24-25.

°K. Gédel, Logika matematyczna Russela [w:] (red. i tt.) R. Murawski,
Wspdlczesna filozofia matematyki, PWN, Warszawa 2002, s. 89.
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Godel nie byl idealista w duchu Platona, gdyz nie pojmowat obiek-
téw matematycznych jako pierwotnych w stosunku do przedmio-
téw fizycznych. Przekonanie o obiektywnym istnieniu uniwersum
matematycznego — hierarchii zbioréw bedacej przedmiotem teorii
mnogoéci Zermelo—Fraenkla — pozwala ocenié¢ poglady Godla jako
silny realizm (w opozycji do umiarkowanego realizmu Arystotelesa
czy konceptualistow).

Zdaniem Godla istnieje tylko jedno niezmienne uniwersum ma-
tematyczne. Austriacki logik odrzucat koncepcje tzw. ,,petnokrwi-
stego” (full-blooded) platonizmu, czyli ,maksymalizmu ontologicz-
nego” potaczonego z ,minimalizmem epistemologicznym”, glosza-
ca, ze istnieje wiele uniwerséw, z ktorych zadne nie zajmuje wyrdz-
nionego miejsca®. Matematyk nie tworzy obiektéw matematycz-
nych, lecz je odkrywa i opisuje mozliwie pelnie, ale w ramach jed-
nej teorii, nigdy wyczerpujaco.

To wtasnie filozoficzne credo Godla stato sie punktem wyjscia
dla jego badan nad podstawami matematyki. Wprawdzie plato-
nizm matematyczny jest raczej przedmiotem wiary anizeli racjo-
nalnie uzasadnionym stanowiskiem?, stad sam logik mial $wiado-
mo$é, iz jego zalozenia filozoficzne nie moga ,zadowoli¢ zadnego
krytycznego umyshu, a nawet nie wywoluja przekonania, ze sa one
konsekwentne”®. Niemniej byl on przekonany o stusznosci swych
filozoficznych pogladow. Z perspektywy czasu napisal nawet, ze
,to wladnie antyplatonski przesad uniemozliwit innym dojscie do

moich wynikéw”?.

6Zob. K. Wojtowicz, O tzw. programie Gidla [w:] ,,Zagadnienia Filozoficzne
w Nauce” XXVIII/XXIX (2001), s. 106; tenze, Platonizm. . ., dz. cyt., s. 33.

"Zob. A. Olszewski, Teza Churcha a platonizm [w:] ,Zagadnienia Filozo-
ficzne w Nauce” XXIV (1999), s. 98.

8K. Godel, The present situation in the foundations of mathematics [w:]
(red.) S. Feferman and all, Collected Works. Unpublished Essays and Lectures,
vol. 3, Oxford University Press, Oxford 2001 (1995), s. 50.

9H. Wang, A logical journey. From Gédel to Philosophy. Cyt. za: R. Mu-
rawski, O réznicy miedzy prawdziwoscig a dowodliwoscig w matematyce [w:
,Filozofia Nauki” 1 (2001), s. 20.
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Zalozenia epistemologiczne

Zrédla wiedzy matematycznej

Kolejnym wyrazem platonizmu Godla jest jego przekonanie
o obiektywnosci prawdy matematycznej, do ktérej docieramy po-
przez ,bezposredni wglad” — intuicje matematyczna (mathemati-
cal insight). Nie jest to jednak bezposrednie nawiazanie do Platon-
skiego avauvnoi(. Owej intuicji nie nalezy rozumieé jako zagad-
kowego ,szdstego zmystu”. Jest to pewien rodzaj relacji z obiek-
tywna rzeczywistodcia matematyczna!®. Umozliwia ona rozumie-
nie wszystkich pojeé¢ opisujacych swiat matematyki, poczawszy od
definicji liczby naturalnej az po pojecia teorii mnogosci, jak np.
,Zbior”, . nalezenie do zbioru”, itp.

Intuicja matematyczna nie dostarcza gotowej, apriorycznej
wiedzy. Wedle Goédla, dane intuicji ,,moga by¢ rozwijane poprzez
glebsze badanie obiektéw, ktére moze doprowadzi¢ do przyjecia
naszych stwierdzen jako aksjomatéw”!!'. Zatem intuicja, z jednej
strony, reprezentuje ,,pierwotne pojecia” matematyczne, z drugiej
za$ podlega nieustannemu twérczemu rozwojowi. Dzicki temu, po-
przez analize podstawowych poje¢ matematycznych, dochodzimy
do poje¢ coraz to bardziej abstrakcyjnych. Prawidlowe stosowa-
nie intuicji — wlasciwe ukierunkowanie aktywnosci intelektualnej,
prowadzace do wyjasnienia sensu poje¢ matematycznych — stano-
wi dla Gdédla jedno z kryteriéw (wraz z owocnoscia) prawdziwosci
wiedzy matematycznej.

Na marginesie nalezy zaznaczy¢, ze w wyniku uwaznego stu-
dium filozofii Husserla (poczawszy od roku 1959) Godel dostrzegt
pokrewienstwo miedzy swoja wtasna koncepcja matematycznego
poznania a metoda fenomenologiczna i uznal te ostatnia za maja-

K. Wojtowicz, Platonizm. .., dz. cyt., ss. 60-62.
UR. Murawski, Filozofia matematyki. Zarys dziejéw, PWN, Warszawa 1995,
s. 139.
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ca fundamentalne znaczenie dla podstaw matematyki”!'2. Aczkol-
wiek fenomenologia nie odegrala zadnej roli w ksztaltowaniu sie
pogladéw wiedenskiego logika i nie nalezy umieszczaé jej wérdod
jego zatozen filozoficznych, niemniej jednak trzeba pamietaé, ze
idee fenomenologiczne przy$wiecaty Godlowi w drugim, filozoficz-
nym okresie jego twérczosci.

Zagadnienie prawdy matematycznej

Jako realista Godel byl przekonany o obiektywnosci pojecia praw-
dy matematycznej'3. Skoro obiekty matematyczne istnieja nieza-
leznie od nas, to nasze badania i opis nie sa konstruktami, two-
rami umystu, ale ich obiektywna reprezentacja. Nalezy zauwazy¢,
ze Godel w swych pracach rzadko postugiwal si¢ terminem praw-
dy (lub prawdziwosci) matematycznej, uzywajac w zamian pojecie
poprawnosci. Sadzil bowiem, iz pojecie prawdy jest obciagzone fi-
lozoficznymi przesadami i z tej racji nie znajduje zyczliwego przy-
jecia w kregach wspotczesnych mu matematykéow.

Czym zatem jest prawda w matematyce? W tym miejscu na-
lezy przywotaé, po pierwsze, twierdzenie Godla o petnodci logiki
pierwszego rzedu, pochodzace z roku 1929, oraz, po drugie, jego
pierwsze twierdzenie limitacyjne (o niezupelnosci) ogloszone dwa
lata pozniej. Rzecz ciekawa, twierdzenie o pelnosci w odniesieniu
do logiki pierwszego rzedu poniekad wskazuje na réwnowaznosé
prawdziwoéci i dowodliwoéci, tj. semantycznego i syntaktycznego
ujecia'?. Natomiast twierdzenie o niezupelnosci arytmetyki uwy-
pukla réznice miedzy semantycznym pojeciem prawdy a syntak-
tycznym pojeciem dowodliwodci.

Zdaniem Godla prawda ma charakter intuicyjny i niedcisty.
Jest to pojecie niedefiniowalne: ,prawdy dla [danego] jezyka nie

12H. Wang, A logical journey. ... Cyt. za: K. Wéjtowicz, Platonizm. .., dz.
cyt., ss. 64-65.

1370b. R. Murawski, O réznicy. .., art. cyt., s. 17.

Y Tamze, s. 16.
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mozna zdefiniowa¢ w nim samym”!®. W tej wypowiedzi uderza
podobienstwo do koncepcji prawdy Tarskiego. Jednakze Godel
nie zajmowal sie wprost analiza pojecia prawdy. Nie bylo ono
glownym celem jego badan. Niemniej, jak sam przyznawal, wia-
$nie zauwazenie réznicy miedzy prawda a dowodliwoécia stato sie
dla niego punktem wyjscia dla odkrycia twierdzenia o niezupel-
nosci: ,,zasada heurystyczna mojej konstrukceji nierozstrzygalnych
zdan teorii liczb sprowadza sie do wysoce pozaskonczonego po-
jecia ,obiektywnej prawdy matematycznej” jako czego$ przeciw-
stawnego . ..] pojeciu ,dowodliwosci”, z ktérym bylo powszechnie
mieszane przed pracami moimi i Tarskiego”'®. W wyniku badan
Godla stato sie jasne, ze pojecie dowodliwosci jest stabsze niz po-
jecie prawdziwosci. Oznaczato to zatlamanie sie programu D. Hil-
berta, postulujacego formalizacje matematyki przy pomocy metod
finitystycznych, w oparciu o syntaktyczna teorie dowodu (Bewe-
istheorie)'”.

Na skutek rozréznienia miedzy prawdziwoécia a dowodliwoscia
w matematyce Godel w 1951 r. wyrdznit ,matematyke w sensie
obiektywnym” (matematyke wlasciwa) i ,matematyke w sensie
subiektywnym”. Podczas gdy druga obejmuje wszystkie zdania do-
wodliwe, matematyka ,jobiektywna” stanowi system zdan ,,praw-
dziwych w absolutnym sensie, bez dodatkowych zalozen”. Do tej
grupy naleza takie zdania'®, jak np. 2 + 2 = 4. Z twierdzen Godla
wynika, ze wszystkie prawdy matematyki nie moga by¢ zawarte

15K. Gédel, List do Balasa z 27 maja 1970 r. Cyt. za: R. Murawski, O 763-
nicy. . ., dz. cyt., s. 17.

K. Godel, List do Hao Wanga z 7 marca 1968 r. Cyt. za: J. Wolenski,
Metamatematyka a epistemologia, PWN, Warszawa 1993, s. 95.

"Problem interpretacji programu Hilberta jest przedmiotem dyskusji: je-
zeli jest to zagadnienie czysto techniczne, to twierdzenia Gddla rzeczywiscie
obalaja mozliwos¢ jego przeprowadzenia. Jezeli natomiast traktowaé program
Hilberta jako specyficzne filozoficzno—terminologiczne zagadnienie, to wéwczas
jego czesciowa realizacja jest mozliwa np. w tzw. matematyce odwrotnej (re-
verse mathematics). Zob. K. Wojtowicz, Platonizm. .., dz. cyt., s. 83.

18K. Godel, Some basic theorems on the foundation of mathematics and their
implications [w:] (red.) S. Feferman and all, Collected Works. .., vol. 3, s. 305.
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w jednym systemie formalnym. Rozwazenie tego ograniczenia be-
dzie przedmiotem dalszej czesci niniejszego opracowania.

Zalozenia metodologiczne: jezyk matematyki

Dla uprawiania matematyki istotne znaczenie ma jezyk, w kto-
rym s3g formulowane jej teorie. K. Godel byl przekonany, ze jedy-
nym wilasciwym narzedziem dla niej jest logika pierwszego rzedu'®.
To zalozenie opiera si¢ na realizmie ontologicznym Gédla, wierza-
cego w istnienie intuicji matematycznej zgodnie z ktérg ,aksjoma-
ty [logiki pierwszego rzedu] narzucaja si¢ nam jako prawdziwe”2.
Znamiennym jest fakt, ze wielu komentatoréw uwaza, iz twierdze-
nia limitacyjne Godla dotyczg nie tylko arytmetyki nadbudowane;j
nad logika pierwszego rzedu, ale takze tych systeméw formalnych
(przy spelnieniu okreslonych warunkéw), ktére postuguja sie apa-
ratem logiki drugiego rzedu. Godlowski wybdr First Order Logic
dla matematyki nie zaweza jej epistemologicznych konsekwencji
tylko do tego jezyka. Innymi stowy, ograniczenia, ktére naktada-
ja na matematyke (a wedle szerszej interpretacji — na poznanie
w ogéle) twierdzenia Godla, nie sa spowodowane przez ogranicze-
nie jej jezyka do logiki pierwszego rzedu. Takie same konsekwencje
dotycza réwniez wszystkich systeméw, spetniajacych pewne mini-
malne warunki?!.

Jednak nie wszyscy matematycy zgadzaja sie z wyborem
Godla. Przyjecie dla matematyki jezyka logiki pierwszego rzedu
przez wielu jest uwazane za przejaw konwencjonalizmu, arbitralnej
decyzji uwarunkowanej co najwyzej historycznie (P. Maddy) i po-
zbawionej glebszego uzasadnienia. Nie brakuje gloséw (S. Shapiro,
J. Barwise, F. R. Drake, D. Scott) domagajacych si¢ formalizowa-

9K, Wéjtowicz, O matematyce. . ., art. cyt., s. 58.

20K. Godel, Co to jest Cantora problem kontinuum? [w:] (ved. i tt.) R. Mu-
rawski, Wspédlczesna. .., dz. cyt., ss. 120-121.

21Gystem taki musi byé niesprzeczny, posiadaé rozstrzygalny zbiér aksjoma-
téw oraz musi by¢ na tyle bogaty, aby dato sie w nim reprezentowa¢ aksjoma-
tyke liczb naturalnych. Wszystkie te warunki spetnia logika pierwszego rzedu,
ale takze wiele innych systeméw.
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nia matematyki w jezyku logik silniejszych??. Czy nalezy przyznadé
racje tym propozycjom? Jak zaznacza J. Wolenski, wysuniete za-
rzuty o niewystarczalnodci First Order Logic sa bezpodstawne.
Ponadto, w obronie swej tezy, iz nie nalezy uciekaé sie do logiki
drugiego rzedu, krakowski logik przytacza argument, ze ,posiada
[ona] wlasnosci niezbyt intuicyjne, m. in. nie jest zwarta, nie istnie-
je dla niej efektywna i niesprzeczna aksjomatyka, z ktérej mozna
wyprowadzi¢ wszystkie tautologie II rzedu, iwreszcie jest wpraw-
dzie pelna, ale za cene rozbicia modeli na zasadnicze i wtorne,
przy czym kryterium podzialu na te modele jest pozalogiczne. |.. . ]
Mamy wiec do wyboru: albo zachowaé jednolitosé «dobrej» logiki
i formalizacji powodujace pewne niedogodnosci, albo tez zgodzié
sie na wieloéé¢ logik i ich formalizacji za cene rozmycia pojecia
logiki”?3. Pytanie, czy nalezy identyfikowaé cala logike z logika
pierwszego rzedu oraz czy jest ona adekwatnym narzedziem dla
matematyki, pozostaje zatem otwarte.

Implikacje filozoficzne twierdzenia Godla

Godel nie podal zadnego przyktadu zdania niezaleznego od
arytmetyki Peano, jedynie zdanie metamatematyczne ,,Ja nie je-
724 (ktére wszelako mozna zastosowaé do mo-
wienia o liczbach naturalnych przy pomocy arytmetyzacji). Z tego
i innych powodéw odkrycie Godla nie od razu spotkato si¢ z zycz-
liwym przyjeciem w gronie logikéw. Niemniej jego twierdzenia li-
mitacyjne szybko wywotaly dyskusje nad tym, jakie konsekwencje
o naturze filozoficznej z nich wynikaja. Niejednokrotnie twierdze-
nia Godla bywaja aplikowane do systeméw pozaformalnych, wy-

stem twierdzeniem

2270b. K. Wojtowicz, O naduzywaniu twierdzenia Gédla w sporach filozo-
ficznych [w:] ,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce” XIX (1996), ss. 37-39.

23J. Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, dz. cyt., s. 91.

24Dla arytmetyki Peano zdania niezalezne zostalo odnalezione przez J. Pa-
risa, L. Harringtona i L. Kirby’ego dopiero niedlugo przed $mierciag Godla
w 1977 roku; natomiast dla teorii mnogosci zdaniami niezaleznymi sa: pew-
nik wyboru i hipoteza continuum. Zob. K. Wéjtowicz, Paradoksy skonczonosci
[w:] ,,Zagadnienia Filozoficzne w Nauce” XVIII (1996), ss. 89-90.
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korzystywane w metafizycznych czy nawet teologicznych rozwa-
zaniach?’. Ograniczymy sie tu do przedstawienia najczesciej spo-
tykanych filozoficznych implikacji logiczno—matematycznego dzie-
dzictwa Godla.

Jednym ze skutkow pierwszego twierdzenia jest uznanie, iz re-
kurencyjnie aksjomatyzowalna teoria formalna zawiera zdania nie-
rozstrzygalne w ramach danej teorii. Prowadzi to do koniecznosci
odwotania sie do coraz to bogatszych systeméw. W sposéb na-
turalny fakt ten wywoluje pytanie o granice naszego poznania.
Nie ulega watpliwoéci, ze Godlowskie twierdzenia limitacyjne mé-
wig o ograniczonosci metody aksjomatyczno—dedukcyjnej, przy-
najmniej w zakresie logiki pierwszego rzedu. Czesto wniosek ten
jest ekstrapolowany rowniez na inne dziedziny poznania. K. Wéjto-
wicz wspomina o opinii J. Zycinskiego, zgodnie z ktora ,twierdze-
nie Godla ma dowodzi¢ niemoznosci udzielenia naukowej odpowie-
dzi na pytania o charakterze egzystencjalnym czy metafizycznym”,
o supozycji S. L. Jakiego, iz proby poszukiwania ,teorii wszyst-
kiego” bez odwotania sie do zalozen o naturze teologicznej z gory
sg skazane na niepowodzenie?®, a takze o przekonaniu Katsoffa
o niemozliwoéci istnienia zupelnej i ostatecznej teorii rzeczywisto-
éci, tzn. metafizyki®’.

Czy rzeczywidcie metamatematyczne twierdzenia Godla maja
jakie$ zasadne konsekwencje epistemologiczne? Jest rzecza oczy-
wista, ze wnioski o charakterze filozoficznym (,,materialnym”) nie
wynikaja wprost z twierdzen logiczno-metamatematycznych przy
zastosowaniu regul inferencji, ale dotyczg takiej czy innej inter-
pretacji tezy logicznej. Jak w przypadku kazdego powaznego pro-
blemu, tak i w wypadku konsekwencji filozoficznych twierdzen
Godla, opinie sa podzielone. Jedni badacze stoja na stanowisku
,minimalizmu” czy tez ,optymizmu” interpretacyjnego utrzymu-
jac, ze sugestia o ograniczonosci ludzkiego poznania powstaje je-

270b. szerzej: K. Woéjtowicz, O naduzywaniu. . ., dz. cyt., ss. 24-25.
2670b. S. L. Jaki, Zbawca nauki, W drodze, Poznan 1994, ss. 104-105.
TK. Wéojtowicz, O naduiywaniu. . ., dz. cyt., s. 25.
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dynie na skutek braku mocniejszych srodkéw technicznych, ktore
w przyszlosci pozwolityby uniknaé ograniczen nakltadanych przez
twierdzenia limitacyjne. Jak wspomnieliSmy wyzej, istniejg pro-
by sformalizowania matematyki w jezyku logiki drugiego rzedu,
co w opinii autoréw tego projektu, ostabitoby moc wiazaca twier-
dzen Godla. W tym wypadku mozna by méwié nie o absolutnej, ale
o wzglednej ograniczonosci ludzkiego poznania w ogéle i metody
dedukcyjnej w szczegdlnosci.

Inni znawcy problemu bronia tezy, iz twierdzenia Godla z cata
pewnoscia posiadaja mocne reperkusje epistemologiczne. Do zwo-
lennikéw pesymistycznej (a raczej sceptycznej) interpretacji twier-
dzen limitacyjnych nalezy H. DeLLong argumentujac, ze dotychcza-
sowe wysilki zbudowania systemu, w ktérym by one nie obowia-
zywaly, skonczyly sie niepowodzeniem?®. Z kolei J. Ladriere sy-
gnalizuje, iz nawet gdyby udalo sie skonstruowaé takie systemy,
,beda to jednak albo systemy ubogie, wyrazajace bardzo ograni-
czona dziedzine matematyki intuicyjnej, albo tez systemy, w kto-
rych pewne pojecia przybieraja sens catkowicie rézny od sensu

laczonego z nimi na poziomie intuicji. [...] Formalizacja nie moze
dostarczy¢ obiektywnego modelu my$lenia; nie jest ona w stanie
ogarnaé calosci tego, co poznawalne. [...] Mysl zawiera wiecej niz

mozna wyrazi¢ w $cislych granicach rachunku logicznego”?”.

Przytoczmy w tym miejscu bardzo wywazona — jak sie wy-
daje — opinie J. Woleniskiego. Jest on zdania, ze istotnie, drugie
twierdzenie Godla, gloszace, iz niesprzecznosé formalnej arytme-
tyki pierwszego rzedu nie jest w niej dowodliwa, implikuje teze
o niepewnosci naszego poznania, o ile przyjmiemy dodatkowe prze-
stanki: (1) dowodliwo$é niesprzecznosci naszego poznania w nim
samym jest warunkiem koniecznym jego pewnoéci oraz (2) formal-
na arytmetyka I rzedu nalezy do naszego poznania®’. Za K. Ajdu-

27Z0b. J. Zycinski, Metafilozoficzne nastepstwa twierdzer limitacyjnych [w:)
,Studia Philosophiae Christianae” 24 (1988) 1, s. 152.

29]. Ladriere, Les limitations internes des formalismes. Cyt. za: J. Zycinski,
Metafilozoficzne. . ., art. cyt., s. 152.

303, Woleriski, Metamatematyka a epistemologia, dz. cyt., ss. 10-12.



32 I s. Teresa Obolevitch

T

kiewiczem Wolenski wyrdznia konsekwencje logiczne 1 konsekwen-
cje interpretacyjne, ktére zaleza od akceptacji (chocby implicite)
dodatkowych przestanek. Poniewaz najczeSciej nie mozemy wy-
kazaé ich prawdziwosci, problem interpretacji pozostaje otwarty.
Niemniej Woleniski uwaza, ze wykorzystywanie twierdzen Godla
w epistemologii ,,jest rownie zasadne, jak rozpatrywanie deter-
minizmu w oparciu o mechanike kwantowa. I tak jak rozprawia-
nie o determinizmie bez uwzglednienia zasady nieoznaczonosci jest
obecnie jalowe, tak tez jalowe sg analizy epistemologiczne ignoru-
jace twierdzenia limitacyjne”3!.

Oprocz licznych przyktadéow wykorzystania twierdzenia Godla
w dociekaniach nad natura matematyki i natura poznania w ogé-
le, nie brakuje préb zastosowania go takze do badan nad natura
ludzkiego umystu i sztuczna inteligencja. E. Nagel i J. R. Newman
w roku 1953, w stynnej monografii Twierdzenia Gddla wskazywali,
»ze struktura i dziatalno$é¢ umystu ludzkiego jest daleko bardziej
ztozona i subtelna, niz budowa i sposéb funkcjonowania ktorej-
kolwiek z maszyn, jakie dzi$ potrafimy zaprojektowaé”32. Amery-
kanscy badacze dostrzegali w tym powdd ,nie do zwatpienia, lecz
do wzmozonej ufnoéci w potege twoérczego umystu”33. Nastepnie
J. R. Lucas w artykule Minds, Machines and Gddel (1961) usi-
towal wykazaé¢ niemozliwosé sztucznej inteligencji, powolujac sie
wtasnie na odkrycie wiedenskiego logika. Dzi$ jednak, gtéwnie za
sprawg H. Dreyfusa, odmawia sie stusznosci argumentacji Lucasa,
gdyz jest ona w gruncie rzeczy paralogizmem3*.

Interesujacym jest fakt, ze sam Godel zywit przekonanie, a na-
wet poszukiwal argumentéw na rzecz tego, iz prawa myslenia nie
sa mechaniczne. Podczas wykladu w Providence w 1951 roku po-

31J. Wolenski, Metamatematyka i filozofia [w:] ,Zagadnienia Filozoficzne
w Nauce” VI (1984), s. 14.

32E. Nagel, J. R. Newman, Twierdzenie Gédla, tt. B. Stanosz, PWN, War-
szawa 1966, s. 71.

33Tamze.

349, Krajewski, art. cyt., ss. 161-162, 171-175; J. Kloch, Swiadomo$é kom-
puteréw?, OBI — Krak6éw, Biblos — Tarnéw, 1996, s. 9.
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wiedzial, ze ,umyst ludzki nie jest w stanie sformutowaé (czy zme-
chanizowad) calej swej intuicji matematycznej”, z czego wynika, iz
,przewyzsza [on] wszystkie maszyny”3®. Jednak Godel nie uwazat,
by jego twierdzenie cokolwiek wprost méwito o niemechanicznej
naturze ludzkiego umystu, chyba ze przyjmie sie dodatkowe za-
lozenie (mianowicie, ze ludzie, w odréznieniu od maszyn, potrafia
rozstrzygnaé kazde réwnanie diofantyczne)3¢. Gédel byt przeciwny
wyjasnianiu $wiadomosci na podstawie jakichkolwiek metod na-
ukowych?®. Aczkolwiek, jak zobaczymy, sam chetnie wykorzysty-
wal narzedzia logiczne w uprawianiu filozofii, niemniej rozrézniat
status poznawczy obydwdch dziedzin.

Obecny stan badan nie pozwala jednoznacznie rozstrzygnaé,
w jakim stopniu twierdzenie Gédla naktada ograniczenie na nasze
poznanie. Odpowiedz na to pytanie w duzej mierze zalezy od wy-
znawanych pogladéw na nature matematyki. Twierdzenie Godla
jest wymownym przyktadem wzajemnych powigzan pomiedzy lo-
gika a filozofig. Nie tylko bowiem techniczne procedury, ale i przy-
jete filozoficzne zalozenia ,,odpowiadaja” za nasze rozumienie czy-
sto formalnych, wydawaé by sie mogto, konkluzji. Podsumowujac,
nalezy sie zgodzié, iz filozoficzne implikacje [twierdzenia Godla]

sa ciagle jeszcze przedmiotem dociekan i dyskusji”3®.

O filozoficznym projekcie Godla

Stynny logik przez cale zycie zywo interesowal sie metafizy-
ka, teologia, a nawet demonologia. Jak wiadomo, drugi okres jego

35Hao Wang, From Philosophy to Mathematics, cyt. za: R. Murawski, Funk-
cje rekurencyjne i elementy metamatematyki. Problemy zupelnosci, rozstrzy-
galnosci, twierdzenia Gédla, Wyd. Naukowe UAM, Poznan 2000, s. 172.

368, Krajewski, art. cyt., ss. 176-177.

37R. Penrose, Makroswiat, mikroswiat i ludzki umyst, t1. P. Amsterdamski,
Proészynski i S—ka, Warszawa 1997, s. 99.

38B. Stanosz, hasto Twierdzenie Godla [w:] (red.) W. Marciszewski, Ma-
ta encyklopedia logiki, Wroctaw—Warszawa—Krakéw, Ossolineum 1970, s. 335.
Zob. takze: J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym, OBI
— Krakow, Biblos — Tarnéw, 2000, s. 353.
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twoérczosci, poczawszy od roku 1943, byt prawie wytacznie podwie-
cony filozofii*?. Po przedstawieniu filozoficznych watkéw obecnych
w dziatalnoéci Gédla — logika, na koniec nalezy wspomnie¢ o nie-
ktérych zagadnieniach poruszanych przez Godla — filozofa.

Godel marzyl o stworzeniu spdjnego systemu metafizycznego
na wzér monadologii Leibniza®. Co wiecej, w rozmowie z Carna-
pem (1940 r.) wysunal on nawet mozliwosé¢ dokonania formalizacji
teologii: ,,Mozna skonstruowaé Scisty system postulatow, uzywa-
jac do tego termindéw powszechnie uwazanych za metafizyczne, jak
np.: «Boég», «duszay, «idea». Jezeli zrobi sie to bardzo starannie,
to wéwczas nie bedzie mozna nic zarzucié takiemu systemowi” 4!,
W roku 1970 Godel przedstawil ontologiczny dowdd na istnienie
Boga jako summum bonum, dokonany na gruncie logiki modalnej
drugiego rzedu®?.

Wracajac do Godlowskiego projektu zbudowania systemu me-
tafizycznego powstaje pytanie o jego zasadno$é¢. Skoro bowiem
twierdzenia limitacyjne nakladaja ograniczenia na teori¢ sformuto-
wana w jezyku logiki pierwszego rzedu, to czy mozliwe jest stwo-
rzenie calo$ciowego i spdjnego systemu metafizycznego na wzor
systemow aksjomatycznych? Nasuwa sie mysl o istnieniu pewnego

39Z0b. K. Wéjtowicz, Platonizm. .., dz. cyt., s. 145.

49Tamze, s. 15; R. Murawski, ,Elementy Leibnizjanskie i kantowskie u Hil-
berta i Godla” [w:] (red.) J. Perzanowski, A. Pietruszkiewicz, Byt, Logos, Ma-
tematyka, Wyd. UMK, Torun 1997, ss. 381-383.

41K, Godel, R. Carnap, Stenogram rozmowy, tt. T. Sierotowicz [w:] S. Wszo-
tek (red.) Refleksje na rozdrozu, s. 253.

42K, Gédel, Ontological proof [w:] (red.) S. Feferman and all, Collected
Works. .., vol. 3, ss. 403—404. Dowdéd ten opiera si¢ na trzech aksjomatach o ce-
chach pozytywnych (Ax 1: ,Nadzbiory klas pozytywnych sa pozytywne”; Ax 2:
»Lylko dana klasa lub jej dopelnienie jest pozytywne”; Ax 3: ,Iloczyn wszyst-
kich klas pozytywnych jest sam pozytywny”) oraz wynikajacych zen trzech
twierdzeniach (Th 1: ,Zadna klasa pozytywna nie jest pusta”; Th 2: ,Sum-
mum bonum istnieje”; Th 3: ,,Co najwyzej jeden byt jest summum bonum”).
Zob. E. Nieznanski, ,Dowdd Godla na istnienie «summum bonum»” [w:] Stu-
dia Philosophiae Christianae, 25 (1989), ss. 89-102; tenze, ,Drogi i bezdroza
formalizacji teodycei od Salamuchy do Godla” [w:] (red.) Z. Wolak, Logika
i metafilozofia, OBI — Krakéw, Biblos — Tarnéw, 1995, ss. 105-106.
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paradoksu w tworczosci Godla: z jednej strony, jego logiczne ba-
dania wykazaly niemozliwo$¢ stworzenia Leibnizjanskiej charac-
teristica universalis*3. 7 drugiej strony projekt ten powraca tyl-
nymi drzwiami na gruncie jego metafizyki. Czyzby byto to zwy-
kle przeoczenie?** Byé¢ moze jest to raczej wyraz wiary Gédla,
iz stosowanie metod formalnych sprzyja rozwojowi takze filozo-
ficznych zagadnien, choé¢ niekoniecznie je rozwigzuje, ujawniajac
tym samym ,nadwyzkowos$¢” filozofii. J. Wolenski, odpowiadajac
na pytanie o zadanie formalizacji zaznacza, iz jest ona ,sposobem
konstruktywnej reprezentacji naszych intuicji. Nawet jesli skad-
inad [z twierdzen limitacyjnych — T. O.] wiemy, zZe nie jest to
catkowicie realizowalne, kazdy czeSciowy sukces w tym wzgledzie
jest wazny” 4.

BPor. J. Zycinski, Teizm i filozofia analityczna, t. 2, Znak, Krakéw 1985,
s. 21-27.

UK. Wéjtowicz, O nadusywaniu. . ., art. cyt., s. 42.

453, Woleniski, Metamatematyka a epistemologia, dz. cyt., s. 96.
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Anna Brozek

Hilbert a (Godel: prawda i dowod
w matematyce!

Od czaséw najdawniejszych matematyka uznawana byla za
wiedze pewng i niepodwazalna, a jej twierdzenia za bezwzgled-
nie prawdziwe. Wraz z logika stanowita wzorzec pewnosci dla in-
nych nauk. O ile mozna byto watpi¢ w wyniki nauk empirycznych
i w $wiadectwa zmysléw, o tyle matematyka wydawala sie wolna
od tego typu problemoéw. Byla zawsze, dzieki oczywistosci swoich
twierdzen, idealem epistemologicznym.

Co decyduje o tym, ze przekonania o prawdziwosci zdan mate-
matycznych wydaja si¢ pewniejsze niz wszystkie inne? Przyjmijmy
ze ,pewne” znaczy tyle, co ,dobrze uzasadnione”. Matematyczne
twierdzenia wydaja si¢ ugruntowane tak dobrze, gdyz uzasadnia
sie je w szczegdlny sposob. Prawdy w matematyce zajmujg hono-
rowe miejsce w systemie naszych przekonan. Podczas, gdy nasze
wierzenia empiryczne — zZe ziemia jest okrggla, zZe rosliny wyrastagjq
z nasion, ze ciezkie przedmioty spadajg — wszystkie sq potwierdzone
jedynie przez nagromadzenie empirycznych obserwacji czy ekspe-
rymentu, w matematyce osiggamy umiltowany ideal oczywistosci:
mamy dowody?. Wydaje sie, ze to wlaénie specyficzny rodzaj do-
wodu w matematyce przyczynia sie do szczegdlnego statusu jej
prawd.

ITytulowym zagadnieniem zainteresowalam sie, uczestniczac w seminarium
»Logic and cognition” prowadzonym w roku 2003 na Uniwersytecie w Lipsku
przez prof. Ryszarda Wojcickiego. Panu Profesorowi bardzo dziekuje za in-
spiracje. Dzigkuje takze Redakcji za cenne uwagi, ktére pozwolity mi uniknaé
wielu bledéw.

*Maddy [1997], s. 1.
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Celem niniejszego artykutu jest omoéwienie wzajemnej relacji
dowodu i prawdy w matematyce na kanwie zestawienia dokonan
matematycznych i pogladow filozoficznych dwdch postaci: Kurta
Godla i Davida Hilberta. W paragrafie pierwszym zarysuje pro-
blem dowodu w matematyce i przedstawie idee systemu zaksjo-
matyzowanego. Nastepnie opowiem o pozadanych cechach syste-
moéw zaksjomatyzowanych w matematyce (przede wszystkim nie-
sprzecznosci) i o zastrzezeniach, jakie w XIX wieku pojawily sie co
do niesprzecznosci matematyki. Omdwie nastepnie program sfor-
mutowany przez Hilberta — matematyka, ktéry wierzac w idee do-
wodu formalnego, pragnal uratowaé pewno$é¢ matematyki przed
grozbg pojawiajacych sie w jej podstawach antynomii. W paragra-
fie trzecim opisze stynne twierdzenia Goédla o niezupelnosci i ich
konsekwencje dla programu Hilberta. Kolejnym krokiem bedzie
proba analizy pogladdéw filozoficznych Hilberta i Godla, ktore, jak
pokaze, mialy wplyw na ich prace nad podstawami matematy-
ki, ich koncepcje dowodu oraz matematycznej prawdy. W koncu
oméwie konsekwencje, jakie przedstawione zagadnienia maja dla
relacji prawdy i dowodu w matematyce.

1. Calculemus !

W XIII wieku filozof Raimond Lullus napisat: pojetno$é chce,
aby rozmaite zasady zostaly ze sobg zhierarchizowane, sklasyfiko-
wane, a poza tym sprowadzone do regqul; azeby rozumienie praw-
dy w kazdej kolejnej nauce dalo pewnosé, ze mozna przyswoic so-
bie inne nauki3. Lullus wierzyl, ze da sie zbudowaé¢ uniwersalng
i pewng nauke oparta na logice i matematyce. W ramach takiej,
obejmujacej wszystkie dziedziny wiedzy mathesis universalis, kaz-
da prawde mozna byloby ustali¢ po prostu za pomoca obliczen,
a wrecz manipulacji symbolami. Idea Lullusa, z poczatku zapo-
mniana, odzyla w filozofii G. Leibniza. Ten siedemnastowieczny
filozof i matematyk wierzyl, ze wszelkie problemy (nawet spory

3Cyt. za: Minois [1995], s. 202.
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filozoficzne) mozna rozwiazaé, przeksztalcajac argumenty w ciagi
matematycznych symboli i dokonujac stosownych obliczen. Sadzit
nawet, ze mozna zbudowaé maszyne rozstrzygajaca o prawdziwosci
twierdzen, gdyz w zasadzie utozsamial rozumowanie ze — $wiado-
mym lub nieswiadomym — obliczaniem. Stad jego stynne wezwanie:
,,Calculemus!”

Geneza marzenia o zbudowaniu uniwersalnej nauki w oparciu
o zasady matematyczno—logiczne wydaje sie oczywista. Kuszaca
jest mys$l, ze w kazdej dziedzinie mozna osiagnaé taks pewnosé, ja-
ka wystepuje w naukach dedukcyjnych. Aby wytlumaczyé¢ fenomen
tej pewno$ci, wyobrazmy sobie, ze kto$ pyta nas, czy prawdziwe
jest nastepujace zdanie matematyczne:

2+2 =4, (1)

Tym, co sprawia, ze bez chwili watpienia zgadzamy sie nazwaé
je prawdziwym, jest narzucajaca sie oczywisto$¢ zapisanego za je-
go pomoca rachunku (zakladamy naturalnie rozumienie symboli
uzytych w jego zapisie). A teraz zal6zmy, ze kto$ pyta, czy zdanie:

27463284672 4 57294625 = 2803679297 (2)

jest prawdziwe. Niewatpliwie nasza odpowiedZ nie bedzie tak
szybka, jak w pierwszym wypadku. Kazdy jednak, kto przeszedi
w szkole kurs arytmetyki, potrafi znalez¢ odpowiedz na zadane py-
tanie przy pomocy kawalka kartki i oléwka — stosujac sie do zasad
pisemnego dodawania. Po zapisaniu kilku symboli na kartce uzy-
ska¢ mozna odpowiedz niemal tak pewna, jak odpowiedZ na pyta-
nie pierwsze. Na lekcjach matematyki nauczyliSémy si¢ bowiem nie-
zawodnej metody rozwiazywania tego typu matematycznych pro-
bleméw. Potrafimy, za pomoca dajacych sie ujaé¢ algorytmicznie
kilku prostych czynnosci, doda¢ do siebie kazde dwie liczby cal-
kowite. Tym samym znamy procedure pozwalajace rozstrzygnacé,
czy zdania arytmetyczne tego typu sa prawdziwe. Do rozstrzygnie-
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cia prawdziwosci (2) wystarczy umiejetnosé¢ dodawania w zakresie
liczb 1 — 9 i odpowiedniego operowania symbolami?.

Czynnosci wykonywane przy dodawaniu pisemnym mozna na-
zwaé ,dowodzeniem” zdania (2). Pewnos$é tego dowodu bierze sie
stad, iz procedura, ktora stosujemy, jest niezawodna. Dowdd w ma-
tematyce nie zawsze jednak opieral sie na tak Scisle okreslonych
zasadach, z jakimi mamy do czynienia w dzialaniach arytmetycz-
nych. Poczatkowo zbiér zdan matematycznych nie mial Zadnego
strukturalnego porzqdku. Zdanie jakies uznawano za proawdziwe al-
bo dlatego, ze wydawato sie intuicyjnie oczywiste, albo dlatego, ze
zostato udowodnione na podstawie innych, intuicyjnie oczywistych
zdan, czyli dlatego, Ze na podstawie innego intuicyjnie prawdziwego
rozumowania okazalo sie ono konsekwencjg logiczng innych zdan?®.
Matematyk musiat po prostu, w taki czy inny sposob, «przekonaéy
spotecznosé uczonych, ze teza przez niego dowodzona jest prawdzi-
wa. Dowdd taki mozna nazwaé¢ dowodem ,w sensie psychologicz-
nym”®. Budzil on szereg zastrzezen ze wzgledu na obecne w nim
elementy subiektywne, ktére matematycy prébowali usunaé.

Wzorem dla ulepszonej teorii dowodu stata si¢ metoda dowo-
dzenia zastosowana w ,Elementach” Euklidesa. Z tego dzieta —
jak uwaza wielu, najwickszego osiggniecia matematyki starozytnej
— wywies¢ mozna dwie podstawowe zasady nauk dedukcyjnych.
Po pierwsze — budowanie systemu naukowego nalezy rozpoczaé
od wymienienia pewnej malej ilosci zdan, zwanych aksjomatami,
uznanych za prawdziwe bez zadnego dowodu. Po drugie — nie
mozna uznaé za prawdziwe zadnych innych zdan, jesli nie zdola
sie ich udowodni¢ odwotujac sie do aksjomatow i innych, juz do-
wiedzionych zdan, postugujac si¢ mechanizmem logicznym. W celu
rozszerzenia ideatu Euklidesowego dowodu z geometrii na calg ma-

10soby lepiej ,wyposazone” poradzg sobie jeszcze szybciej przy pomocy
kalkulatora lub komputera. Fakt, ze komputer moze poméc w odpowiedzi na to
pytanie, $wiadczy o istnieniu algorytmu pozwalajacego na sprawdzenie owego
obliczenia.

Tarski [1995] s. 319 — 320.

Por. m. in. Tarski [1995], s. 322 oraz Czezowski [1965].
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tematyke, nalezalo wiec i w tej ostatniej wprowadzi¢ podzial na
dwie klasy zdan: tych, ktére nie sa dowodzone (aksjomatéw), oraz
tych wymagajacych dowodu. Rozwdj tworzonych w ten sposéb
tzw. systeméw aksjomatycznych polegal na stopniowym ograni-
czaniu liczby zdan pierwszej klasy, a rozszerzaniu klasy drugiej.
Im mniejsza liczbe bardziej oczywistych podstaw ma nauka, tym
wydaje sie lepiej uprawomocniona.

W XIX wieku, za sprawa G. Fregego, wyksztalcito sie specy-
ficzne pojecie dowodu w matematyce (czy szerzej w naukach de-
dukcyjnych) — pojecie dowodu formalnego, ktére mialo zastapié
stare, nieostre pojecie dowodu psychologicznego. Sprecyzujmy, na
czym polega jego specyfika. Przez . system formalny” rozumiemy
system (jezyk?), ktéry spelnia nastepujace warunki: (a) posiada
dobrze zdefiniowany stownik uzywanych w nim symboli oraz (b)
okresla Scisle sposéb tworzenia za ich pomoca poprawnych wyra-
zen (reguly formowania). W dalszej kolejnosci (¢) pewne z tych
wyrazen uznane zostaja za aksjomaty, oraz (d) podaje sie tzw.
reguly inferencji (dowodzenia), pozwalajace ze zdan juz uznanych
wyprowadzaé dalsze twierdzenia systemu (np. modus ponendo po-
nens). Przez ,dowéd formalny” w takim systemie rozumie si¢ ciag
zdan lub formut zdaniowych, ktory zawiera: wyrazenia przyjete ja-
ko aksjomaty, wyrazenia otrzymane z aksjomatéw w wyniku ich
przeksztalcen zgodnie z regutami dedukcyjnymi; dalej ewentualnie
wyrazenia powstale z przeksztalcen poprzednich wyrazen. Ostat-
nim zdaniem w ciggu jest zdanie dowodzone”.

W dowodzie formalnym poszczegdlne twierdzenia sa wyrazone
w jezyku sformalizowanym — za pomoca $cisle okreslonego zbio-
ru symboli, a stosowane w nim dyrektywy dowodowe sa dyrekty-
wami strukturalnymi. Dowody formalne sprowadzaja sie wiec do
przeksztalcen napiséw wykonywanych wedtug zasad okreslonych
przez system. W praktyce mozna postugiwaé sie nimi abstrahujac
od znaczen stosowanych w nich symboli, a znalezienie dowodu for-
malnego dla dowolnej dobrze zbudowanej formuty okazuje sie spra-

"Por. Marciszewski [1998], s. 24.
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wa kombinowania symboli. Dowodzac formalnie matematycznego
twierdzenia, mozemy dziatla¢ w mechaniczny sposéb — szukamy do-
zwolonego przez reguty dowodzenia «przejsciar od aksjomatow do
dowodzonej formuty. Ten nowy, formalny typ dowodu miat swoje
wady i zalety. Z jednej strony, dzieki wyeliminowaniu metod intu-
icyjnych w dowodzeniu twierdzen, nowa teoria dowodu zapewniata
intersubiektywnosé kontroli jego przebiegu. Dlatego pojecie dowo-
du formalnego wydawalo si¢ poczatkowo triumfem logiki i mate-
matyki. Z drugiej jednak strony, rozumienie dowodu jako ciagu
symboli kléci sig z naszymi intuicjami: niczego tam si¢ bowiem
nie «dowodzi». Zauwazmy, ze w dowodzie formalnym zdanie praw-
dziwe to zdanie bedace mechanicznie wywiedziona konsekwencja
przyjetych aksjomatow. Czy jednak pojeciem konsekwencji da sie
zastapi¢ pojecie prawdy?

Teorie wyposazong w aksjomaty i w pojecie dowodu nazywamy
wsformalizowang”. Zastanéwmy sie teraz, jakie sa pozadane cechy
takiej teorii, powracajac w tym celu jeszcze raz do rozpatrzonego
przykladu zdania (2). Zalézmy, ze nasze pisemne dodawanie wyka-
zalo, iz zdanie (2) jest prawdziwe. Jednakze w celu upewnienia sie
co do naszej odpowiedzi, wykonujemy obliczenia jeszcze raz. Tym
razem nasze obliczenia prowadza do wniosku, ze zdanie (2) nie jest
prawdziwe. Co robimy? Przypuszczalnie wiekszosé z nas zdecydu-
je sie jeszcze raz wykonaé obliczenia, sadzac, ze za ktéryms$ razem
w rachunki wkradt sie btad. Dlaczego jednak obliczenia nie moga
prowadzi¢ do réznych wynikéw? Dlaczego wynik dodawania dwdch
takich samych liczb nie moze raz by¢ taki, a raz inny? Powodem
jest tzw. zasada niesprzecznosci. Dwa zdania nawzajem ze sobg
sprzeczne nie moga by¢ réwnoczesnie prawdziwe. 2+ 2 zawsze jest
rowne 4. Nie moze zdarzy¢ sie, ze wynik wynosi raz 4, a raz 5.

Dobra teoria zaksjomatyzowana nie powinna dopuszczaé, by
z jej aksjomatéw dato sie wywiedé¢ dwa zdania ze soba sprzeczne.
Nie jest to jednak jedyna pozadana jej cecha. Jesli dowdd formalny
mialby by¢ jedyna metoda dowodzenia prawdziwosci zdan w da-
nym w systemie, nalezaloby jeszcze pokazaé, ze za jego pomoca
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mozna o kazdym zdaniu rozstrzygnaé, czy jest prawdziwe, czy nie.
Inaczej mowiac, powinien istnie¢ dowdd formalny dla kazdego zda-
nia prawdziwego w systemie. Wilasnos¢ dowodliwoéci wszystkich

prawd danego systemu nazywa sie ,petnoscia’®.

2. Wir wollen wissen czyli program Hilberta

Niesprzecznos¢ jest, jak uwaza wielu, podstawowsg zasada ludz-
kiego myslenia i dlatego na sprzecznosci w najpewniejszej z nauk
— matematyce — nie mozna sie zgodzi¢. Tymczasem w XIX wie-
ku pojawily sie w matematyce paradoksy (antynomie), stawiajace
niesprzeczno$¢ matematyki pod znakiem zapytania. ,, Antynomia-
mi” nazywa sie rozumowania, ktére wydaja sie poprawne, ale ktore
prowadza do sprzecznosci. Powoduja, ze w ramach jednego syste-
mu formalnego dowodliwe sg dwie tezy o postaci ,,A” i ,—A”. An-
tynomie pojawity sie w dziewietnastowiecznej matematyce gtéwnie
za sprawg Cantorowskiej teorii mnogosci. Przyktadami sa np. pa-
radoks zbioru wszystkich zbioréw Cantora i antynomia Russella.
Matematycy i filozofowie matematyki prébowali sie pozby¢ para-
dokséw ze swojej dziedziny. Przeciez — jako sprzeczna — matema-
tyka przestawala by¢ pewna i niepodwazalna. Na dodatek teoria
zawierajaca sprzecznosci, dzieki zasadzie ex contradictione quodli-
bet, pozwala na udowodnienie kazdej tezy. Stad dajacy sie zaob-
serwowaé na przetomie XIX i XX stulecia wzrost zainteresowania
problemami podstaw matematyki i liczne pomysty na to, jak z niej
usuna¢ niepozadane paradoksy.

Na ogdét mowi sie o trzech gléwnych programach, rewiduja-
cych podstawy matematyki. Logicysci (jak G. Frege i przez pe-

8Nalezy tu zwrécié uwage na rozréznienie miedzy ,pelnoscig” systemu,
i dwoma rodzajami jego ,zupelnosci”. Pierwsze pojecie jest semantyczne, dwa
dalsze — syntaktyczne. System jest (semantytcznie) pelny, jesli wszystkie twier-
dzenia, ktére sa w nim prawdziwe, sg w nim tez dowodliwe. System jest zupel-
nyl, gdy z dwdch formul o postaci A oraz (A co najmniej jedna jest twierdze-
niem systemu. Jest za$ zupelny2 (zupelny w sensie Posta), gdy kazda formuta
niedowodliwa w tym systemie po dotaczeniu do aksjomatéw czyni te teorie
sprzeczng. (Por. Marciszewski [1987], s. 32 — 33).
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wien czas B. Russell) wierzyli, ze da sie sprowadzi¢ matematyke
do logiki i w ten sposéb przywrécié¢ jej miano wiedzy pewnej. Tak
zwani intuicjonisci (np. L. Brouwer) postulowali pozbycie si¢ para-
dokséw poprzez ograniczenie dziedziny dociekan matematycznych
i usuniecie z niej wszystkich tzw. elementéw niekonstruowalnych,
do ktérych nalezaly wedlug nich m.in. pojawiajace si¢ w teorii
Cantora nieskoniczonoéci. Trzecim pomystem na usuniecie antyno-
mii i odzyskanie pewnosci matematyki byt sformutowany w latach
dwudziestych XX wieku program Hilberta. Przeciwstawiajac sie
pomystom intuicjonistéw, ten wybitny matematyk wypowiedziat
swoje stynne zdanie: Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaf-
fen hat, soll uns niemand vertreiben kénnen®. David Hilbert byt
«rasowymy matematykiem i sadzil, ze pozbycie sie tak dobrego
narzedzia w rekach matematykéw, jakim okazata sie teoria mmno-
gosci, byloby niepotrzebnym ograniczeniem w ich pracy. Uwazat,
ze nie mozna po prostu pozby¢é sie wszystkiego, co sprawia trud-
nos¢ i trzeba raczej prébowaé uprawomocnienia stosowania metod
nieskonczonosciowych. Zadaniem, jakie Hilbert postawil matema-
tykom w swoim programie, bylo uzasadnienie catej matematyki,
tacznie z jej czescia infinitystyczna. Jego strategia obejmowata kil-
ka etapow. Po pierwsze, uwazal, nalezalo (1) wydzieli¢ czesé mate-
matyki, ktora «nie sprawia klopotowy, nie generuje paradokséw.
Hilbert sadzil, ze ta czeScia matematyki jest jej czesé finitystyczna.
Nastepnym krokiem miata by¢ (2) rekonstrukcja calej matematy-
ki (takze owej infinitystycznej, «klopotliwej») w jednym systemie
formalnym. W koncu nalezalo (3) dowie$é niesprzecznosci tego sys-
temu przy pomocy metod finitystycznych. Przyjrzyjmy sie nieco
blizej tym krokom.

Na czym opiera sie finitystyczna czes¢ matematyki ,nie bu-
dzaca zastrzezen”? Wedhug Hilberta jest to matematyka moéwiaca
o wielkosciach dyskretnych — takich, jak liczby naturalne'®. Duza

9Nikt nie powinien nas wypedzaé z raju, do ktérego wprowadzil nas Cantor.
10Zaznaczmy, e czesto zwraca sie uwage na fakt, iz Hilbert nigdy nie spre-
cyzowal wyraznie, co znaczy ,finitystyczny”
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role w formultowaniu finitystycznego programu odegrata aksjoma-
tyzacja arytmetyki dokonana przez Giuseppe Peano. Definiujac
liczby naturalne oraz charakteryzujac podstawowe dziatania przy
uzyciu jednej funkcji (nastepnika), Peano zbudowal system zawie-
rajacy zaledwie kilka aksjomatéw, stanowiacych podstawe calej
arytmetyki. Hilbertowi wydawalo sie, ze pokazujac zwiazki mie-
dzy matematyka finitystyczng a infinitystyczna, da sie dokonaé
uprawomocnienia stosowania metod wykorzystujacych cantorow-
skie nieskonczonosci. Z «raju cantorowskiego» nie trzeba by byto
wychodzié. Hilbert, wraz ze swoimi uczniami, postawil sobie taki
wlagnie cel — pokazaé niesprzeczno$é matematyki finitystycznej,
a nastepnie, dzieki wykazaniu, ze rachunek nieskoniczonosciowy
da sie wyprowadzié¢ ze skoniczonego, «rozciggnacéy» niesprzecznosé
i pelno$é na cala, takze infinitystyczna matematyke. Niesprzecz-
nosé¢ byla oczywiscie podstawowym postulatem kazdego systemu
matematycznego. Hilbert byl jednak takze przekonany, ze postu-
lowany przez niego duzy system formalny powinien cechowaé sie
takze zupelnosciag, czyli kazde jego twierdzenie lub jego negacja
powinno mie¢ formalny dowdd.

We wrzesniu 1930 roku w Krélewcu odbyla sie konferencja
z udziatem najwybitniejszych matematykéw tego czasu, na kto-
rej Hilbert jeszcze raz wylozyl swoj program. W trakcie tej samej
konferencji mtody matematyk, Kurt Godel, przedstawit jako wy-
nik swej pracy doktorskiej dowod pelnosci logiki pierwszego rzedu.
Dowiédl, ze kazde prawdziwe logicznie zdanie (tautologia) rachun-
ku predykatéw jest dowiedlne w rachunku predykatéw, czyli ze ist-
nieje dla niego formalny dowdd. Twierdzenie o pelnosci Goédla byto
etapem na drodze do realizacji programu Hilberta, po wcze$niej-
szym dowodzie pelnosci rachunku zdan Posta i Bernaysa. (Rachu-
nek pierwszego rzedu jest bowiem rachunkiem silniejszym, zawie-
rajacym w sobie rachunek zdan.) Hilbert oczekiwal tego wyniku,
o czym wspominatl juz w 1928 roku w artykule o podstawach ma-
tematyki. Zaprezentowany dowdd pelnosci rachunku predykatow
byl bez watpienia wynikiem dajacym nadzieje na pelna realizacje



Hilbert a Gédel: prawda i dowod w matematyce o 45

programu Hilberta i wydawalo sie, ze autor programu finitystycz-
nego ma w Godlu «sprzymierzencay. W takim przeswiadczeniu
Hilbert opuscit konferencje.

Tymczasem tuz przez zakonczeniem obrad Godel postanowil
przedstawié¢ jeszcze jeden swdj wynik, ktéry okazal sie jednym
z najbardziej zaskakujacych w matematyce. W powszechnym prze-
konaniu zapewnil on tez Godlowi tytul jednego z najwiekszych
matematykow w historii. Godel, uzywajac srodkéw preferowanych
przez Hilberta, dowiddl, iz niesprzecznos$é¢ i petlno$é arytmetyki
liczb naturalnych nie mogg zachodzi¢ réwnoczesnie, a dowodu nie-
sprzeczno$ci nie da sie przeprowadzi¢ w ramach systemu formal-
nego, zawierajacego w sobie arytmetyke liczb naturalnych. Jak sie
uwaza, twierdzenia Godla pozbawilty Hilberta nadziei na pelng re-
alizacje programu.

Kilka dni po zakonczeniu konferencji w Kréolewcu Hilbert, nie
uswiadamiajac sobie jeszcze rangi odkrycia Godla, dat w wywia-
dzie radiowym wyraz swojemu matematycznemu optymizmowi,
moéwige: Wir miissen wissen, wir werden wissen''. Tymczasem
wynik Godla poddat drugi czton tego zdania w watpliwosc. . .

3. Ignorabimus. O dowodzie Godla'?

Celem Hilberta bylo wykazanie niesprzecznosci i pelnosci kla-
sycznej matematyki. Aby to osiagnadé, nalezalo pokazaé, ze klasa
zdan prawdziwych w danym systemie formalnym jest identyczna
z klasa zdan dowodliwych w tym systemie. Inaczej méwiac, ze kaz-
de zdanie wywiedzione za pomoca regutl dowodowych z aksjoma-
téw jest prawdziwe i odwrotnie — kazde zdanie prawdziwe posiada
dowdd formalny. Poniewaz aksjomaty «uznaje sie» za prawdziwe

"' Musimy wiedzieé¢, bedziemy wiedzieé.

'2Niniejszy paragraf jest (z koniecznosci skrétowym) oméwieniem wyniku
Godla. Zdaje sobie sprawe, ze moze pojawié¢ sie w nim wiele niedoméwien
i niejasnosci. Dokladniejsze, a réwnoczesnie klarowne (w moim przekonaniu)
omoéwienie twierdzen Godla mozna znalezé w: Dadaczynski [2000] oraz Nagel
[1996].
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a reguly dowodzenia uwaza sie za poprawne reguty wyprowadza-
nia konsekwencji przyjetych aksjomatéw, jasne jest, ze klasa zdan
dowodliwych zawiera si¢ w klasie zdan prawdziwych'®. Azeby jed-
nak stwierdzi¢ identyczno$é owych dwoch zbioréw zdan, musiatoby
jeszcze zachodzi¢ zawieranie odwrotne: zbioru zdan prawdziwych
w zbiorze zdan dowodliwych. Z kolei aby udowodnié, ze owo dru-
gie zawieranie nie zachodzi, wystarczyloby wskaza¢ jedno zdanie
prawdziwe, a nie posiadajace dowodu. Zalozeniem i przekonaniem
matematykéw byto, ze kazda prawda matematyczna musi mieé
dowdd, a dowodliwos¢ mozna wrecz utozsami¢ z matematyczna
prawdziwoscia. Godel podal kontrprzykiad podwazajacy to moc-
ne zalozenie i odrzucil, wbrew powszechnym przekonaniom mate-
matykéw, utozsamienie dowodliwoéci i prawdy'*. W ramach aryt-
metyki opartej na aksjomatyce Peano i na niezawodnych regutach
inferencji pokazal, ze przy uzyciu takich srodkéw pewnych prawd
w matematyce dowies¢ nie mozna.

Twierdzenie Godla jest twierdzeniem metamatematycz-
nym, a dokladniej: metaarytmetycznym. Przez metamatematyke
(w wezszym tego slowa znaczeniu) rozumie sie zdania o matematy-
ce wyrazone za pomoca $rodkéw écigle matematycznych!®. Azeby
dowies¢ metaarytmetycznego twierdzenia w ramach danego syste-
mu (doktadniej — arytmetyki z Principia matematica Whiteheada
i Russela), Godel postuzyl sie procedura tzw. arytmetyzacji. Ko-
rzystajac z wlasnosci systemu sformalizowanego (z aksjomatami,

13Podwazenie tego zawierania wymagalaby albo podwazenia aksjomatéw
albo regul derywacji — czyli logiki. Mozna tak uczyni¢ — gdyz moéwi sie o pa-
radoksach logiki takich jak paradoks implikacji materialne;j.

14 Godel musiat bardzo ostroznie przeprowadzaé swéj dowéd, gdyz, jak po
latach napisal w liscie do Wanga, prawdziwo$¢ wydawata si¢ woéwczas podej-
rzana, a dowodliwos$¢ — nie. (Por. Krajewski [2003], s. 190.)

5Por. Dadaczynski [2000], s. 15. Choé poczatki metamatematyki siggaja
wieku XIX, to w zasadzie dopiero dzigki szkole Hilberta idea méwienia o ma-
tematyce za pomocy samej matematyki nabrala wyrazniejszych ksztaltow. Po-
stulowane przez Hilberta dowiedzenie niesprzeczno$ci matematyki za pomoca
metod finitystycznych wymagalo wlasnie matematycznego ujecia metamate-
matycznych zdan.
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regutami inferencji i pojeciem dowodu formalnego), Godel zna-
lazt sposéb na przedstawienie wszystkich zdan metaarytmetyki
w tejze arytmetyce. Znalazt procedure, ktéra pozwolita dowolne
zdanie metaarytmetyczne przedstawi¢ w postaci liczby naturalnej
— numeru Godlowskiego tej formuty. Przypomnijmy, Zze jednym
z zalozen programu Hilberta bylo wykazanie niesprzecznosci ma-
tematyki za pomoca finitystycznych srodkéw dowodowych. Aryt-
metyzacja mogla stanowi¢ krok do realizacji tego postulatu.

Kazda liczba naturalna daje sie roztozy¢ na iloczyn liczb pierw-
szych. Korzystajac z tej wlasnosci Godel pokazal, ze kazda formute
metamatematyczng mozna przestawic¢ jako iloczyn poteg kolejnych
liczb pierwszych. Jak tego dokonal? Najpierw przypisal liczby na-
turalne wszystkim symbolom uzywanym w metaarytmetyce. Sta-
lym logicznym (takim, jak symbol implikacji, nawiasy, itp.) przy-
pisat Godel liczby 1 — 10. Zmiennym liczbowym — kolejne liczby
nieparzyste, poczawszy od 11. Zmiennym zdaniowym — kwadraty
owych kolejnych liczb nieparzystych, a predykatom — ich szescia-
ny. Na przyklad kolejnym symbolom zdania 0 = 0 przypisane byly
liczby: 6, 5, 6. Numer Godlowski (g) tego zdania to iloczyn pierw-
szych trzech liczb pierwszych (bo zdanie zapisane jest za pomoca
trzech znakéw) podniesionych do poteg o wykladnikach 6, 5, 6,
czyli 26 % 3% x 55, co daje wynik 243000 000. Ta ostatnia liczba to
numer Godlowski wyjéciowej formuty.

Dzigki arytmetyzacji, kazdemu zdaniu metaarytmetyki moz-
na byto przypisa¢ w sposob jednoznaczny jego numer Godlowski,
a liczbe bedaca takim numerem jednoznacznie ,przettumaczyc¢”
na formute metaarytmetyczna. Dzigki temu, ze Godlowi udalo sie
wszystkim zdaniom metamatematyki przypisac jakis element zbio-
ru liczb naturalnych, metamatematyke mozna byto wyrazi¢ w po-
staci relacji w zbiorze liczb naturalnych. Dzieki tak zarytmetyzo-
wanemu systemowi Godel przeprowadzit konstrukcje tzw. zdania
Godlowskiego. Przyjrzyjmy sie, na czym ona polegata.

Na poczatek zauwazmy, ze dowdd w sensie formalnym to po
prostu ciag formut i jako taki réwniez ma swéj numer Godlowski.



48 | Anna Brozek

T

Na dodatek musi istnie¢ $cisle matematyczna zaleznos¢ miedzy
numerem dowodu a numerem zdania dowodzonego. Przeciez zda-
nie dowodzone jest ostatnim elementem ciggu dowodowego. Godel
oznacza relacje miedzy zdaniem a dowodem symbolem Dem(z,y),
co czytamy: ,x jest numerem Godlowskim ciggu formul stano-
wigcego dowdd formuty o numerze Godlowskim y”. Zatem zdanie
Vr —Dem(x,y)” oznacza, ze dla kazdego numeru x, x nie jest
numerem Godlowskim dowodu formuty o numerze y. To zdanie,
«przettumaczone na metamatematyke», méwi, ze nie istnieje ciag
formut, stanowiacy dowdd formuty o numerze y. Godel pokazatl,
ze w pewnym szczegdlnym przypadku zdania tego typu nie mozna
dowies¢, czyli ze JyVax —Dem(x,y). Skonstruowal taka formule y,
dla ktérej nie mozna dowieéé¢, czy ma ona dowdd, czy nie.

Kazdej formule, takze zawierajacej zmienne, da si¢ przypisaé
liczbe naturalna. Zauwazmy, ze w szczegbélnym wypadku mozna
w danej formule A w miejsce zmiennej liczbowej wstawié¢ numer
Godlowski tejze formuty A. Niech numer Goédlowski formuty za-
wierajacej zmienng liczbowa wynosi y. Przez formule sub(y, 13,y)
Godel rozumial numer Godlowski zdania powstalego przez pod-
stawienie w formule o numerze Goédlowskim y cyfr oznaczajacych
liczbe y zamiast zmiennej o numerze Goédlowskim 13'6. Nowa, for-
muta, powstala przez podstawienie za y w wyrazeniu sub(y, 13,y)
jakiej$ okreslonej liczby, takze posiada swoj numer Godlowski.

Powréémy do formul stwierdzajacych niedowodliwo$é.
Formuta:

Vxz —Dem(x, sub(y,13,y))

16Zastosowany przez Godla zabieg mozna opisaé nastepujaco. Zatézmy, ze
dana jest formuta Jx(x = sy), méwiaca, ze istnieje nastepnik liczby y. Owa
formuta, jak kazda formuta metaarytmetyczna, posiada numer Godlowski. Na-
zwijmy go m. Poniewaz y jest w naszej formule zmienna liczbowa (o numerze
Godlowskim 13), mozna zamiast niej wstawi¢ do owej formuty dowolna liczbe,
w szczegblnoscei liczbe m. Owa nowa formuta takze posiada numer Goédlowski,
ktéry mozna opisaé: ,numer Godlowski formuty, ktora otrzymuje sie z formuty
posiadajacej numer Godlowski m przez wstawienie zamiast zmiennej o nume-
rze Godlowskim 13 cyfr oznaczajacych liczbe m”.
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wyrazona w arytmetyce, mowi, ze dla kazdego numeru x, x nie jest
dowodem formuly o numerze sub(y, 13,y). I to zdanie ma swéj nu-
mer Godlowski, ktéry da sie wyliczyé. Przyjmijmy, ze ten numer
wynosi n. Mozemy teraz w formule sub(y, 13, y) wstawié¢ za zmien-
na y liczbe n. Otrzymamy zdanie:

Vz —Dem(x, sub(n,13,n))

bedace wtasnie zdaniem zwanym od nazwiska swego twoércy
— ,zdaniem Godlowskim” (G). I ta formula ma sw6j numer
Godlowski. Chwila namystu wystarcza by stwierdzi¢, ze wynosi
on sub(n,13,n). Charakterystyczna cechg G jest to, ze odnosi sie
ono do samego siebie. « Mowi» mianowicie o sobie, ze nie jest do-
wodliwe.

Godel dowodzi nastepnie, ze GG nie da sie dowies¢, czyli, ze
jest tak, jak G méwi. Przypomnijmy, ze z zalozenia konieczng
cecha systemu aksjomatycznego jest jego niesprzecznosé. Zdanie
Godlowskie mowi o sobie, ze nie jest dowodliwe. Zatézmy, ze G da
sie udowodnié. Wéwczas jest tak, jak G mowi: ze G nie daje sie
udowodnié¢. Zatem, jesli datoby sie dowie$¢ G, to daloby sie réw-
niez dowies¢ zaprzeczenia tego zdania. Latwo pokazaé, ze jest tak-
ze odwrotnie: jesli -G jest dowodliwe, to dowodliwe jest takze G.
Mozliwo$¢ dowodu zdania Godlowskiego oznaczataby wiec poja-
wienie sie w systemie sprzecznosci. Prowadzi to do wniosku, ze
o ile arytmetyka ma by¢ niesprzeczna, to musi by¢ niezupelnal”.

Jak dotad Godel pokazal, ze istnieja w arytmetyce zdania nie
posiadajace dowodu, o ktérych nie mozemy matematycznie orzec
ani prawdziwosci ani falszywosci. Sam fakt istnienia zdan niedo-
wodliwych (niezaleznych) nie bylby jeszcze moze grozny, gdyby nie

"Niedowodliwe zdanie wskazane przez Godla jest zdaniem metamatema-
tycznym, choé — dzieki zabiegowi arytmentyzacji — takze zdaniem matema-
tycznym. Warto tu jednak zaznaczy¢, ze udato si¢ znalezé inne zdania niedo-
wodliwe w systemie arytmetyki, ale juz o tresci «czysto—matematycznej» (czy
tez interesujacej z matematycznego punktu widzenia). Takie zdania odnalezli
J. Parris, L. Kirby oraz L. Harrington w latach siedemdzisiatych i osiemdzie-
sigtyh dwudziestego wieku. (Zob. Murawski [2000], ss. 110-118).
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to, ze zdanie (G, z metamatematycznego punktu widzenia, jest zda-
niem prawdziwym. Krajewski tak rekonstruuje metamatematycz-
ne rozumowanie stwierdzajace jego prawdziwosé: W trakcie dowo-
du twierdzenia Godla pokazalismy, Ze G nie jest dowodliwe w S
(systemie aksjomatycznym), jesli S jest niesprzeczny. G stwierdza
jednak, ze jest niedowodliwe w S. A zatem jest tak, jak G mowi,
czyli G jest prawdziwe. Choé sam koncowy wniosek tego rozumo-
wania wyprowadzony jest .z zewngtrz systemu”, to wszystkie fakty
potrzebne do wyciggniecia wniosku o prawdziwosci G ¢ poprawnosci
dowodu dajg sie wypowiedzied i dowiesé w ramach systemu. Dlate-
go watpliwodci co do prawdziwosci zdania Gédla rzadko pojawiaty
sie wéréd matematykow's.

Wniosek, jaki mozna wyciggnaé¢ z pierwszego twierdzenia
Godla brzmi: jedli arytmetyka jest niesprzeczna, jest niezupelna.
Nie ma dowodu dla wszystkich jej prawd, a zatem dowodliwosé
nie jest tozsama z prawdziwoécia. Cecha dowodliwosci jest zre-
latywizowana do konkretnego systemu, podczas gdy prawda ma-
tematyczna wydaje sie niezalezna od jakiego$ stworzonego przez
czlowieka uktadu aksjomatéw i regut. Na dodatek, trudnosci wska-
zanej przez Godla — czyli niedowodliwosci pewnych prawdziwych
twierdzen — nie da sie calkowicie usuna¢ wprowadzajac nowe,
silniejsze aksjomaty. Twierdzenie Godla wykazuje niezupelnosé
wszystkich takich teorii, ktére dane sa efektywnie (czyli takich,
ktore posiadaja przeliczalny zbiér aksjomatéw i regul) oraz wy-
starczajaco bogatych, by dalo sie za ich pomoca wyrazié¢ arytme-
tyke liczb naturalnych. W kazdym takim systemie, mimo kolejnych
wzmocnien, pojawig sie bowiem nowe niedowodliwe zdania.

7 twierdzenia pierwszego, dzigki jego formalnej analizie, wyni-
ka drugi wynik Godla. Mozna mianowicie z jego pomoca pokazad,
ze w ramach systemu aksjomatycznego arytmetyki nie da sie do-
wieéé¢ niesprzecznosci tejze arytmetyki. Te konsekwencje referatu
Godla zauwazyl juz von Neumann, w owym czasie bliski wspél-
pracownik Hilberta, a nawet dowiddl jej niezaleznie od Gdédla. Za-

¥Por. Krajewski [2003], s. 122.
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uwazmy tu jednak, ze drugie twierdzenie Gédla nie méwi, ze dowodd
niesprzecznosci arytmetyki w ogdéle nie jest mozliwy. Nie da sie go
tylko przeprowadzi¢ wewnatrz niej, za pomoca srodkéw uznanych
przez Hilberta za ,matematyke nie budzaca watpliwogci” 1.

Najczesciej chyba cytowana wypowiedz Hilberta brzmi: w ma-
tematyce nie ma Zadnych ignorabimus. Godel pokazal, ze praw-
dopodobnie «jakie$ ignorabimusy» beda w matematyce istnie¢ za-
wsze. . .

4. Werden wir wissen? czyli o strategiach
rozwigzywania probleméw matematycznych

Zatrzymajmy sie tu na chwile, by przedstawi¢ analize pogla-
dow filozoficznych Hilberta i Godla. Zastanowimy sie, jaki wplyw
mialy one na prace w dziedzinie matematyki i jak determinowa-
ta ona stosowana przez obu matematykéw metodologie. Hilbert
moéwil w swym wystapieniu z 1900 roku (w ktérym przedstawit
zestaw 20 doniostych i nierozwiazanych probleméw matematycz-
nych): Przekonanie o rozwigzywalnosci kazdego problemu matema-
tycznego stanowi doskonalq motywacje dla matematyka. Styszymy
ciggle wezwanie: Oto problem. Poszukaj jego rozwigzania®. Takze
Godel byt «optymistay w matematyce — pomimo dowodu twier-
dzenia o niezupelnosci. Obaj uwazali, ze pytania matematyczne
sg dobrze postawione, ze mozna na nie odpowiedzie¢ i ze nawet
sprzecznodci i antynomie pojawiajace si¢ w ramach ich dziedziny
dadza sie ominaé¢ lub wythumaczyé. Zaréwno Hilbert, jak i Godel
wierzyli, ze da sie utrzymaé poglad uznajacy matematyke za wie-
dze pewng i bezwzglednie prawdziwa. Réznie jednak uzasadniali
filozoficznie to przekonanie. Na przestrzeni wiekow pojawity sie co

19W istocie dow6d niesprzecznosci arytmetyki zostal przeprowadzony m. in.
w 1936 roku za sprawa ucznia Hilberta, G. Gentzena, z tym, ze nie zostal
on przeprowadzone w systemie arytmetyki i nie obylo sie bez $rodkéw nie—
finistycznych. Zatem nie realizowal programu Hilberta w jego pierwotnym sfor-
mulowaniu.

**Hilbert [1901].
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najmniej dwie koncepcje filozofii matematyki, ktére pozwalatly na
ugruntowanie jej jako wiedzy pewnej. Nazywa si¢ je — od imion
twércow — ,,platonizmem” i  kantyzmem”. Postaram si¢ pokazad,
ze optymizm Godla oparty byt na jego platonskich przekonaniach
filozoficznych, podczas gdy Hilbert inspirowatl sie filozofia mate-
matyki Immanuela Kanta.

W realizmie platonskim prawda matematyczna jest ugrunto-
wana «metafizycznie». Platon wierzyl, ze przedmioty matematycz-
ne istnieja w Swiecie idealnym, niezaleznym od $wiata fizycznego,
a dostep do nich mamy dzieki sile intelektu. Dzigki idealnemu,
niezmiennemu istnieniu matematycznych obiektéw, w matematy-
ce nie ma miejsca na niepewnos$¢. Matematyka byta dla Grekéw
wzorem episteme, czyli wiedzy pewnej, ktora przeciwstawiali oni
prawdopodobnej doza. Inaczej pewno$é matematyki ugruntowu-
je Immanuel Kant. W jego Krytyce czystego rozumu pojawia sie
koncepcja matematyki jako wiedzy syntetycznej a priori. Twier-
dzenia matematyki sa pewne, gdyz sa niezalezne od zawodnego
doswiadczenia, a ich konieczno$é wynika z konstrukeji ludzkich
witadz poznawczych. Matematyka jest ugruntowana w tzw. for-
mach naocznosci czasu i przestrzeni, dzigki ktérym poznajemy
Swiat w trzech wymiarach przestrzennych i jednym czasowym. Jest
dzigki temu wiedzg bezposrednia, intuicyjna. W Krytyce czyste-
go rozumu pojawia sie kantowskie, bardzo specyficzne rozumienie
intuicji. Wedlug Kanta, intuicyjna matematyczna wiedza a prio-
ri opiera sie na mentalnych przedstawieniach indywiduéw czaso-
przestrzennych. Przedmiotem intuicji jest to, co moze sta¢ naraz
i bezposrednio przez naszymi oczami i co mozna sobie bezposred-
nio wyobrazi¢. Mdéwiac inaczej, wszystko co cztowiek moze sobie

przedstawié¢ jako indywiduum, jest intuicyjne?!.

21Por. Hintikka [1991]. Pisze on, ze u Kanta: Intuitivity is simply individu-
ality. Hintikka dodaje, ze nie ma nic «intuicyjnego» w takim rozumieniu in-
tuicyjnoéci. Jest to po prostu silne zalozenie filozoficzne. Nalezy tu zaznaczy¢,
ze istnieja inne interpretacje kantowskiej teorii intuicji. Na przyktad I. Dabska
(w: Dabska [1978]) twierdzi, ze rozumienie intuicji matematycznej Kanta jako
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Najbardziej podstawowe prawdy arytmetyczne mozna ugrun-
towaé dzieki bezposredniemu spostrzeganiu przedmiotéw jednost-
kowych. Pozostala wiedza matematyczna jest, wedlug Kanta,
skonstruowana na podstawie tych pierwotnych intuicji. Filozof
z Krélewca definiuje matematyke jako czystq wiedze a priori, kto-
ra opiera swe poznanie jedynie na konstrukcji pojeé¢ na podstawie
intuicyjnego wyobrazenia przedmiotu®?. Wedlug Kanta, zlozone
przedmioty matematyczne nie sa, jak u Platona, bytami samo-
istnymi, a pochodza z apriorycznej konstrukcji podmiotu. Choé
jednak Kant uznawal wiedze a priori za konstruowang niezalez-
nie od zmyslowego do$wiadczenia, to uwazal, ze zdobycie takiej
wiedzy moze sie dokona¢ dopiero wtedy, gdy nasz umyst zosta-
nie wyposazony w «jakie$» poznanie. Warto tu znéw zacytowac
filozofa z Krélewca:

Matematyczne poznanie [jest] za$ poznaniem na pod-
stawie konstrukcji pojeé. Skonstruowaé za$ pojecie
to znaczy przedstawic odpowiadajgcg mu naocznosé
a priori. Dla konstrukcji pojecia wymagana jest wiec
naocznosé¢ nieempiryczna, kitora przeto — jako maocz-
no$é — jest przedmiotem jednostkowym |[...]. Konstru-
uje wiec trojkat przedstawiajgc przedmiot odpowiadajg-
cy temu pojeciu albo za pomocq samej tylko wyobraini
w naocznosci czystej, albo wedle niej takze na papierze
w naocznodci empirycznej, ale w obu wypadkach catko-
wicie a Priori, nie zapozyczajgc na to wzoru z zadnego

doswiadczenia®.

Poréwnajmy te poglady Kanta z wypowiedzia Hilberta:

sposobu percepcji znakéw liczbowych (przyjete przez Hilberta i Hintikke) jest
mylne. Por. tez Dadaczynski [2000], ss. 181-183.

2Kant, Metaphysische Anfangsgrunde der Naturwissenschaft, cyt. za: Da-
daczynski [2002], s. 181.

#3Kant [2001], s. 540, 713.
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Cos must byc juz dane w przedstawieniu jako warunek
wstepny dla zastosowania wnioskowan © wykonywania
operacji logicznych: sg to mianowicie pewne pozalogicz-
ne konkretne przedmioty, ktore tam wystepujg poglgdo-
wo, jako bezposrednie przezycia. Jezeli myslenie logicz-
ne ma byé pewne, to przedmioty te muszqg calkowicie
daé sie ogarngc jednym spojrzeniem we wszystkich ich
czesciach [...]. Takie jest podstawowe stanowisko fi-
lozoficzne, ktore uwazam za potrzebne dla matematyki
1w ogole dla calego naukowego myslenia, rozumienia
i porozumiewania sie?*.

Dochodzimy tu do zrodia finitystycznej strategii Hilberta. Po-
siadamy intuicje skoniczonych indywiduéw, a wiedza o nich narzuca
sie nam z niepowatpiewalng oczywistoscia. Pewnosé matematyki
mozna ugruntowa¢ wtasnie na postrzeganiu bezposrednio dyskret-
nych obiektow, a w szczegdlnosci potrafimy rozpoznawaé symbole
takie, jak ciagi: I, II, 111, ITII. Bezposrednie ich poznanie daje nam
wiedze o liczbach naturalnych — dlatego prawdy ich dotyczace wy-
daja sie niepodwazalne. Wedlug Hilberta, podobnie jak w filozofii
Kanta, pozostata czes¢ matematyki mozna skonstruowaé dzieki tej
niewzruszonej podstawie i operacjom logicznym.

Przypomnijmy jeszcze jedng istotna teze Kantowskiej filozofii
matematyki — stosunek do nieskonczonosci. Filozof z Krélewca nie
uznawal istnienia nieskonczonosci aktualnej. Okreslal ja jako idee
czystego rozumu — punkt graniczny naszego poznania. Nieskon-
czonosci nie mozemy poznawaé bezposrednio, nie moze byé nam
dana. Wydaje sie, ze i ten poglad przejal Hilbert od Kanta i stad
jego, jak sie czesto méwi, instrumentalistyczne traktowanie metod
teorii mnogoéci. Latwo teraz zrozumieé, dlaczego Hilbertowi byt
potrzebny mocny program finityzmu — nalezalo uprawomocnié

postugiwanie sie czyms, co nie jest nam w zaden sposéb dane?.

Hilbert, Uber das Unendliche, cyt. za: Murawski [2001], s. 125-126.
Z5Hilbert odwolywal sie takze do wynikéw fizyki, ktére zdajg sie przeczyé
istnieniu w $wiecie nieskoniczonoéci. Musimy tu zaznaczy¢, ze do Kanta (nawet
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Hilbert dzielit matematyke na realng i idealna. Realna ma-
tematyka to ta, ktéra «nie sprawia klopotéw», w ramach ktorej
nie pojawiaja sie paradoksy. W szczegdlnosci byta to matematyka
bez nieskonczonosci. Matematyka zawierajaca kantorowska teorie
mnogosci zwana byla przez Hilberta — po linii kantowskiej — ma-
tematyka ,idealna”. Ta «idealno$é» pojecia nieskoniczonosci nie
przesadza o porzuceniu teorii mnogosci. Hilbert uwaza jedynie, ze
musimy ustanowi¢ w catej matematyce takg samg pewno$é wnio-
skowan, jaka ma miejsce w elementarnej teorii liczb, gdzie nikt
nie ma wetpliwosci, © gdzie paradoksy i sprzecznosci powstajq tyl-
ko przez nieuwage®®. Mozna powiedzieé, ze program Hilberta mial
doprowadzi¢ do ugruntowania matematyki idealnej za pomocs re-
alnych srodkow.

Godel, jako platonik, uznawal calag matematyke (takze nieskon-
czono$ciowa) za realna, a jej przedmioty za istniejace rzeczywiscie,
choé niezaleznie od $wiata fizycznego i ludzkiego umystu. Napisat:

Pojecia © klasy mogqg bycé potraktowane jako obiekty
rzeczywiste [...]. Wydaje sie, zZe zaloZenie o istnieniu
takich obiektow jest rownie uzasadnione jak zalozZenie
o istnieniu obiektow fizycznych. Filozofia matematyki
powinna i musi byé metafizyczna®”.
Ale Godel réwniez wprowadzil w matematyce podzial, choé
zasadniczo inny niz ten Hilbertowski: na matematyke obiektywna

bardziej bezposrednio) odwotluje si¢ tez nurt intuicystyczny w filozofii mate-
matyki. Jego protoplasta — Kronecker powiedzial kiedy$, ze ,,Liczby naturalne
stworzyl Pan Bég, reszta jest dzietem czlowieka”. Wnioski intuicjonistow szty
jednak o wiele dalej, niz hilbertowska interpretacja Kanta. Szczegdlna role
przywigzywali do tzw. konstruowalnosci przedmiotéw matematyki. Na przy-
ktad uwazali, ze matematyke nieskonczonosciowa nalezy wyeliminowaé jako
niekonstruowalna. Hilbert natomiast nie wykluczal ze swoich dowodéw metod
nie-konstruktywistycznych, a niesprzecznos$é, nie zas konstruowalnosé, uzna-
wal najwazniejszy warunek matematycznego systemu.

ZHilbert [1986], s. 296.

#1Godel [1990], ss. 119-153.
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i subiektywna. Pierwsza stanowi ogoét prawdziwych zdan o istnie-
jacych obiektywnie bytach matematycznych. Matematyka subiek-
tywna za$ to ogdél zdan dowodliwych w jakim$ konkretnym ma-
tematycznym systemie. Sa to twierdzenia, ktéra formutuja ludzie,
badajac swiat matematyki obiektywnej. Dokonuja tego za pomoca
intuicyjnego analizowania jej pojec.

Zaznaczmy od razu, ze ,intuicje” rozumie Godel zupelnie ina-
czej niz Hilbert. Pisze:

Nalezy zavwazyc, Ze intuicja matematyczna nie powin-
na byé¢ uwazana za zdolno$é, ktora daje bezposrednig
wiedze o analizowanych obiektach. [...| Wydaje sie ra-
czej, Ze podobnie jak w przypadku doswiadczenia fizycz-
nego, formutujemy nasze idee na gruncie czego$ in-
nego niz to, co jest dane bezposrednio, w sposob na-
tychmiastowy. To co$ innego tutaj nie jest, a przynaj-
mniej nie jest glownie, wrazeniem. Fakt, Ze cos jeszcze
oprocz wrazen jest dane w sposcb natychmiastowy, wy-
nika (niezaleznie od matematyki) z tego, ze nawet idee
odnoszgce sie do obiektow fizycznych posiadajg w so-
bie co$, co nie wynika z obserwacji — na przykiad idee
obiektu. Oczywiscie to, co dane w matematyce, jest Sci-
sle zwigzane z abstrakcyjnymi elementami zawartymi
w naszych ideach empirycznych. Nie wynika stqod jed-
nak, ze te dane drugiego rodzaju, jok twierdzit Kant,
sq czyms$ czysto subiektywnym, poniewaZz nie mogq byc
zwigzane dziataniem okreslonych przedmiotéw na na-
sze organy. Przeciwnie, one tez mogq wyrazaé jakis
aspekt obiektywnej rzeczywistosci, a ich pojawienie si¢
moze wynikaé z innej relacji pomiedzy nami a rzeczy-
wistoscig?®.
Matematyka subiektywna zbliza sie do matematyki obiektyw-
nej, odkrywajac coraz wiecej jej prawd, podobnie, jak fizyka zbli-

2 Gosdel [2003], s. 121.
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za sie do adekwatnego opisu Swiata materialnego. Tak jak Swiat
fizyczny, matematyczne obiekty (takze np. zbiory nieskonczone)
istnieja obiektywnie i nie sa tylko ludzka konstrukcja. Dostep do
prawd o nich mamy poprzez analize poje¢ matematycznych, ale
ta analiza nigdy nie bedzie pelna. Zbior zdan prawdziwych ma-
tematyki obiektywnej tworzy nieprzekraczalna granice, ktorej nie
zdotamy osiagnaé, lecz do ktorej staramy sie zblizy¢, rozszerzajac
stopniowo klase zdan dowodliwych??. Mimo ograniczen intuicji,
poznajemy dzieki niej duza klase matematycznych przedmiotéw.
JesteSmy w stanie analizowaé¢ pojecia matematyczne, nawet te po-
stulowane przez teorie mnogosci. Takie analizy poje¢ doprowa-
dzaja do coraz lepszego ich rozumienia i eksploracji obiektywnej
matematyki.

Wobec takich przekonan Godla widaé, ze finitystyczne zaloze-
nia Hilberta nie byly mu potrzebne i nie stanowily nieodzownego
warunku uprawomacniajacego matematyke. Dlatego mial on inng
strategie «radzenia sobie» z paradoksami teorii mnogosci. Przede
wszystkim Godel byt przekonany, ze paradoksy sa czysto logiczne,
a nie dotycza matematyki czystej. Obiekty tej ostatniej istnieja
obiektywnie i nie ma miedzy nimi sprzecznosci. Zatem, jesli przy-
jety system aksjomatyczny nie pozwala na udowodnienie wszyst-
kich prawd lub doprowadza do powstania antynomii, oznacza to,
ze pojecia matematyczne w jego ramach nie zostaly dostatecznie
zanalizowane. Prawdopodobnie nalezy go wiec rozszerzy¢ o takie
aksjomaty, ktére pozwola na rozwigzanie problemu. Zatézmy, ro-
zumuje Godel, ze A jest nierozstrzygalnym zdaniem systemu aksjo-
matycznego S. Zdanie A jest albo bezsensowne, albo prawdziwe,
albo fatszywe. Nie mozemy go uzna¢ za bezsensowne ze wzgledu
na klarowno$é¢ pojeé¢ stosowanych w jego budowie, moze wiec by¢
tylko prawdziwe albo falszywe. Jednakze ani A, ani jego negacja,
nie mogg by¢ dowiedzione w S. Stad, aby rozstrzygnaé, czy A jest
prawdziwe, czy falszywe, musimy dodaé¢ nowy zestaw S7 aksjoma-

29 Jak sie zdaje — na przyktad w ujeciu Peirce’a czy Poppera — pojecie prawdy
odgrywa podobna role w naukach empirycznych.
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téw do S, budujac rozszerzony system aksjomatow SU {5}, taki,
ze za ich pomocg mozemy dowies¢ A lub jego negacji, ale nie mo-
zemy dowie$¢ ich obu. Cho¢ rozszerzony system (nasze S U {S1})
pozwala na rozstrzygniecie zdania A, to w jego ramach pojawia
sie inne zdania nierozstrzygalne, wymagajace jeszcze silniejszych
aksjomatow. Tak bedzie w nieskonczono$é, gdyz, wedtug Godla,
matematyczne pojecia sa niewyczerpane.

Konstruowanie coraz wyzszych szczebli jest konieczne
do dowodzenia twierdzen dotyczgcych nawet stosunko-
wo prostej struktury, a mianowicie twierdzen arytme-
tycznych. Istniejg zadania arytmetyczne, ktore mogq
by¢ udowodnione tylko metodami analitycznymi, a na-
wet przez zastosowanie metod, w ktorych odwotujemy
ste do bardzo duzych nieskonczonych liczb kardynal-
nych i podobnych rzeczy®°.

Kazde zdanie tzw. niezalezne — czyli takie, ktore jest niedowo-
dliwe i niedowodliwa jest takze jego negacja — moze zosta¢ dota-
czone do aksjomatéw, nie wywolujac sprzecznosci. Takimi nieza-
leznymi, jak wykazal Godel, zdaniami sa miedzy innymi: zdanie
Godlowskie, aksjomat wyboru i hipoteza continuum.

Bez watpienia odkrycie niezupelnosci arytmetyki mogto dla
Godla stanowi¢ uzasadnienie trafnodci jego zalozen ontologicz-
nych. Pokazal, ze mamy pozaformalne rozumienie twierdzen ma-
tematycznych oraz dana jest kategoria prawdziwosci, ktérg mozna
stosowaé do zdan tego typu. Dowodliwo$é¢ nie jest réwnowazna
prawdziwoéci. Zdanie Godlowskie jest prawdziwe w «pozaformal-
ny» sposob, a my widzimy jego prawdziwosé¢ spoza systemu, w ra-
mach ktérego zostato sformutowane.

30Godel [1995] s. 48.
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5. Od programu Hilberta do programu Godla

Godel dowiodt zatem, ze formalnie — przy pomocy metod pre-
ferowanych przez Hilberta — nie da sie dowie$¢ niesprzecznosci
arytmetyki. Jesli arytmetyka jest niesprzeczna, jest takze niezu-
pelna, bo istnieja zdania prawdziwe, ale w jej ramach niedowo-
dliwe. W tym ostatnim paragrafie postawimy sobie dwa pytania.
Po pierwsze: czy i w jakim stopniu Godel polozyl kres progra-
mowi Hilberta? Po drugie: czy Gddel skutecznie i trwale oddzielil
pojecia prawdy i dowodu?

Twierdzenie Godla wywotato ferment wsréd badaczy podstaw
matematyki, cho¢ nie stato sie to z dnia na dzien. Przypuszczal-
nie matematycy nie od razu dostrzegli doniosto$¢ twierdzenia.
Na przyktad H. Reichenbach, podsumowujac stynng konferencje
w Krélewcu, nawet nie zwrécil uwagi na drugi referat Godla3!.
Hilbert podobno poczatkowo zareagowal zloscia. Musial zdawaé
sobie sprawe, ze twierdzenie Godla stawia pod znakiem zapytania
sensownos¢ jego programu i wieloletniej pracy. Nie ma jednak cal-
kowitej zgody co do tego, czy wynik Godla definitywnie ktadzie
kres programowi finitystycznemu. Watpliwosci co do konsekwencji
twierdzenia Godla dla finitystycznego programu Hilberta wynikaja
z faktu, ze sam ten program byl sformutowany niezbyt $cisle. Dla
przyktadu niedookreslona byla idea finityzmu — czy przez fini-
tyzm” rozumial Hilbert tylko istniejaca juz aksjomatyzacje mate-
matyki, czy tez dopuszczal mozliwo$é innej, lepszej finitystycznej
aksjomatyzacji. Dlatego, o ile niektorzy sa przekonani, ze program
Hilberta zakonczyl sie w 1931 roku definitywna kleska, o tyle inni
uwazajg, ze wecale tak nie jest32. Warto zauwazyé, ze do tej drugiej
grupy nalezeli (przynajmniej w pewnym okresie) dwaj gtéwni bo-

31Podobno tylko Von Neuman — éwezesny bliski wspélpracownik Hilberta
— od razu uznal dowdd niezupelnosci za doniosty, szczegdlnie dla programu
finitystycznego.

32Por. Krajewski [2003], ss. 261 i nn. Udowodniono m.in. tzw. twierdzenie
Friedmana i Siega, gloszace, ze kazde twierdzenie matematyczne, ktére moz-
na udowodnié¢ w systemie stanowiagcym podsystem Z2, (arytmetyki drugiego
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haterowie niniejszego artykutu — Hilbert i Godel. Hilbert (w przed-
mowie do ksiazki o podstawach matematyki napisanej wspdlnie
z Bernaysem) stwierdzil:

Zazwyczaj utrzymuge sie opinie, Ze z wyniku Godla wy-
nika niewykonalno$é mojej teorii dowodu. Ale jego do-
wod pokazuje tylko, Ze bardziej zaawansowane teorie
niesprzecznosci wymagajg uzycia finistycznych dowo-
dow, ktére nie mogq byc¢ wyrazone w formalizmie P33.

7 kolei Godel, jeszcze w artykule z roku 1931 zaznacza wyraz-
nie, ze jego twierdzenie

nie zaprzecza formalistycznym poglgdom Hilberta. To
podejscie presuponuje jedynie istnienie dowodu nie-
sprzecznosci, w ktorym mogq byc uzyte tylko $rodki fi-
nitystyczne, a jest mozliwe, Ze istniejq takie dowody,
ktore jednak nie mogq byé wyrazone w P3*.

Najrozsadniej jest chyba przyjaé, ze twierdzenie Godla narzuca
powazne ograniczenia na program Hilberta. Jesli moze on nadal
by¢ realizowany, to tylko w pewnym ograniczonym zakresie.

Hilbert napisal: Gdzie tylko sq jakies widoki powodzenia, tam
chcemy dokladnie badaé owocne definicje i metody dedukcji. Chce-
my je pielegnowaé, wzmocnié i uczynié uéytecznymi®®. Skoro, co
wiemy dzieki twierdzeniu Godla, nie da si¢ programu przepro-
wadzié¢ dla catosci matematyki, trzeba przynajmniej uczynié to
tam, gdzie to mozliwe. Cho¢ dzigki twierdzeniom Gdédla wiemy, ze
prawdziwoéci catej matematyki nie da sie wykazaé za pomoca fini-
tystycznych operacji (rozumiejac tu ,finitystyczne” wasko — jako

rzedu), nazwany WKL, jest finitystycznie dedukowalne w sensie programu Hil-
berta. Por. Simpson [2002], s. 200.

33Hilbert, Bernays [1934], s. 8.

31Gédel [1931], s. 37.

35Hilbert [1986], s. 296
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swyrazalne w arytmetyce Peano”), nie oznacza to, ze nie da sie te-
go zrobi¢ dla jakiejs czesSci matematyki. Kontynuatorzy programu
Hilberta zdaja si¢ uwazaé, ze catkiem duza cze$¢ matematyki mo-
ze byé jednak finitystycznie uprawomocniona3®. Najciekawszym
chyba przykladem kontynuacji badan nad podstawami matema-
tyki w duchu hilbertowskim jest tzw. arytmetyka odwrotna (ang.
reverse mathematics). Przedstawmy w paru stowach jej idee’”. Za-
16zmy, ze dane jest zwykle twierdzenie matematyki. Wobec kazde-
go takiego twierdzenia mozemy zapytacé: jakie aksjomaty istnienia
zbioréw sa potrzebne, aby dowie$é¢ tego zdania? « Odwrotnoséy te-
go typu dociekan matematycznych polega na tym, ze przechodzi
sie, nie jak w klasycznie pojetym dowodzie — od aksjomatow do
ich konsekwencji, a odwrotnie — od gotowych twierdzen do ich
minimalnych zalozen ontologicznych.

Warto tu przypomnieé¢ charakterystyczne podejécie Godla do
badan nad systemami aksjomatycznymi. W zgodzie ze swym re-
alizmem, Godel wierzyl, ze kazde zdanie matematyczne jest praw-
dziwe lub falszywe. Rdéwnoczesnie pokazal, ze w gotowych juz
systemach istnieja zdania niezalezne (niedowodliwe). Godel pro-
ponowal zatem poszukiwanie nowych aksjomatéw, ktére dodane
do aksjomatyki teorii mnogosci pozwolityby na dowiedzenie zdan
niezaleznych — takich, jak hipoteza continuum. Ten Gédlowski po-
stulat zostaly nazwany ,programem Godla”38. Latwo zauwazy¢,
ze kierunek dociekan jest tu wlasnie «odwrotny», a pomyst wpro-
wadzenia reverse mathematics jest prawdopodobnie inspirowany
ideami Godla.

Zwrbéémy jeszcze uwage, ze analiza strategii postepowania
w programie Godla prowadzi do przekonania, iz autor twierdzen
o niezupelnosci nie neguje doniostoéci idei formalnego dowodu ma-
tematycznego. Cho¢ twierdzi, ze w naszym rozumieniu matema-
tyki jest «co$ wiecej» niz da sie¢ udowodni¢ za pomoca finistycz-

36Por. Krajewski [2003], s. 199.
3TPor. Wojtowicz [2002], ss. 99 i nn.
38Por. Wojtowicz [2001], ss. 100-117.
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nego systemu formalnego, to sam proponuje poszukiwanie takich
aksjomatow, ktére pozwolilyby na formalne dowiedzenie uznawa-
nych (intuicyjnie) twierdzen. Godel uwaza, ze dowdd jest wazny
w matematyce, ale stanowi tylko koncowy etap pracy matematy-
ka. Aby przeprowadzi¢ dowdd, nalezy najpierw zbudowaé system
aksjomatéw i regul dowodowych, a do tego potrzeba rozumienia
poje¢ matematycznych. Role dowodu formalnego widzial Godel ra-
czej — uzyjmy okreslenia z filozofii nauki — tylko w ,kontekscie
uzasadnienia”.

Twierdzenie Godla bywa naduzywane — czesto styszy sie, ze
Godel dowiddl, iz niczego nie mozemy dowiesé. Tymcezasem dowdd
jest nadal podstawows metoda uzasadnienia prawd matematycz-
nych i tak juz pewnie zostanie. Jak napisatl Tarski:

w rozwoju matematyki nie ma sprzeczno$ci pomiedzy
pojeciem prawdy i pojeciem dowodu; pojecia te nie sq
na stopie wojennej, lecz pozostajg w stanie pokojowego
wspdtistnienia®®.

Pozostaje wiec pytanie: jesli dowdd w sensie formalnym stuzyé
mialby przede wszystkim — jak to zdaje sie postulowaé¢ Godel —
w kontekscie uzasadnienia, to czy istnieje jaka$ inna metoda od-
krywania prawd matematycznych, czy tez jakie$ inne, pozaformal-
ne kryteria pozwalajace matematykom na przyjecie dowodzonych
twierdzen? Cgzy istniejg inne kryteria matematycznej prawdy? Pod
koniec tych rozwazan chce pokazaé¢ «kandydata» na takie kryte-
rium, ktore zaakceptowaliby, przypuszczam, zaréwno Hilbert, jak
i Godel. Kryterium to mozna nazwaé ,pragmatycznym”, a polega
ono na wykazaniu skutecznosci i uzytecznosci dowodzonych twier-
dzen matematycznych.

Zacznijmy od Hilberta. Przedstawiciel intuicjonizmu, L. Bro-
uwer, nazwal tworce programu finitystycznego ,formalistg”’. Od
tego czasu utarto sie¢ okresla¢ Hilberta jako gléwnego przedstawi-

39Tarski [1995], s. 332.
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ciela tego kierunku, ale istnieja watpliwosci co do stusznoéci takie-
go przyporzadkowania. Oczywiscie rozstrzygniecie tej kontrower-
sji zalezy od naszego rozumienia formalizmu. Wedtug niektérych,
mocnych wersji formalizmu, przedmiotem matematyki sg, w do-
stownym tego slowa znaczeniu, ciggi napisanych symboli i doko-
nywane na nich manipulacje. Konsekwentny formalista nie zwraca
uwagi na ,prawdziwo$¢” aksjomatéw i nie starta sie jej uzasad-
ni¢. Jego wymaganiem jest niesprzecznosé¢ aksjomatéw, a wszyst-
kie niesprzeczne systemy uwaza za réwnowazne. W zasadzie nie
moéwi o prawdzie, a o manipulacji symbolami, przypominajacej gre
o okreslonych, konwencjonalnych regutach. Kazda «gra na symbo-
lach» jest rownie dobra. Tak skrajnie rozumiany formalizm nie
rozwiazuje szeregu probleméw epistemicznych. Przede wszystkim
nie ttumaczy skutecznosci matematyki i czyni ja intelektualng za-
bawa i raczej nieuzyteczna czynnoscig?’.

Hilbert mocno wierzy! w skuteczno$é matematyki i w sensow-
nos¢ jej uprawiania. Jesli uznawalby, ze matematyke mozna spro-
wadzi¢ do gry na symbolach, niezrozumiala stawalaby sie cheé
ugruntowania jej aksjomatow, ktora towarzyszyta formutowaniu
programu finitystycznego. Dlatego, o ile chce sie stosowaé do filo-
zofii Hilberta okreslenie ,formalizm” — to tylko w drugim, stab-
szym znaczeniu. Owa druga, stabsza wersja formalizmu znana jest
tez pod nazwa ,deduktywizmu”. Deduktywista uwaza, ze moz-
na tak wyznaczy¢ znaczenie ciaggu symboli, ze «reguly gry», czy-
li operowania nimi, stang si¢ prawdziwe — w tym sensie, ze za
ich pomoca mozna dobrze opisywaé rzeczywistosé. Metode stoso-
wang przez Hilberta mozna zatem raczej nazwacé ,teoretyczno—

4OHilbert méwil czesto, ze jego symbole sa pozbawione znaczenia — i stad
moze wspomniane nieporozumienia. Pisat np.: w szczegélnosci w matematyce
przedmiotem naszych rozwazan sq konkretne znaki, ktérych ksztalt jest bezpo-
Srednio jasny i niepodwazalny. Z drugiej strony wydaje sie, ze Hilbert przyzna-
wal zdaniom matematycznym pewna tre$é. Solidaryzujac sie z Kantem, pisal:
Juz Kant uczyl, ze matematyka posiada tre$é pewng i niezaleing od jakiejkol-
wiek logiki i dlatego nigdy nie moze zostaé ugruntowana w oparciu o samq tylko
logike. (Por. Murawski [2002], s. 125 i nn.)
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modelowa”. Matematyk dostarcza réznych, niesprzecznych syste-
moéw aksjomatycznych, a sprawdzenie, ktére z nich mogag praw-
dziwie (czy raczej — skutecznie) opisywaé Swiat, nalezy juz do
fizykéw.

Rozpatrzmy przyktad z historii geometrii. Gdy w XIX wieku
powstaly geometrie nieeuklidesowe (przez zastapienie piatego, nie-
zaleznego postulatu Euklidesa przez postulaty alternatywne), nikt
nie przypuszczal, ze nowe geometrie maja co$ wspolnego z real-
nie istniejacym $wiatem. Tymczasem juz w poczatkach XX wie-
ku okazalo sie, ze geometria opisujaca Wszechswiat jest odmiang
geometrii nieeuklidesowej. Mozna z tego wyciagnaé¢ wniosek, ze
budowanie alternatywnych, niesprzecznych systeméw nie jest po-
zbawione sensu. Kazda niesprzeczna teoria matematyczna moze
okazaé sie dobrym narzedziem do opisu $wiata. Na dodatek, ist-
nienie w fizycznym $wiecie modelu dla teorii matematycznej uznaé
mozna za poéredni dowéd jej niesprzecznosci®!.

Przytoczmy teraz poglady Godla:

obok intuicji istnieje inne (choé tylko prawdopodobne)
kryterium prowdziwosci aksjomatow matematycznych
—ich owocnosé w matematyce i, mozna powiedziec, tak-
Ze w fizyce*?. Decyzja dotyczqca prawdziwosci [aksjo-
matow] jest takze mozliwa w inny sposéb, a mianowicie
przez indukcyjng analize ich ,sukcesu”. Sukces oznacza
tutaj owocnodé w sensie konsekwencji, w szczegélnosci
weryfikowalnych konsekwencji badanych aksjomatiow.
[...] Mogq istnie¢ aksjomaty tak owocne w sprawdzal-
ne konsekwencje, rzucajgce tak duzo swiatia na dyscy-
pline i dostarczajgce tak dobrych metod rozwigzywania
problemow, Ze niezaleznie od zagadnienia, czy sg one
wewnetrznie konieczne, powinny zostac zaakceptowane

“1Rozwazajac problem, czy istnieje nieskonczono$é aktualna méwi na przy-
ktad Hilbert: tutaj musimy zbadaé rozcigglosé wszechswiata, aby zbadaé, czy
istniejg w nim nieskoriczenie duze. (Hilbert [1996], s. 291)

42Gsdel [2002], s. 121.
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przynajmniej w takim stopniu, jak dobrze ugruntowana
43

teoria fizyczna®.

Jak wida¢, Godel réwniez dopuszcezal pragmatyczne kryterium
uznawania twierdzen matematycznych. I choé¢ intuicja matema-
tyczna jest dla niego bez watpienia podstawowym narzedziem po-
znawczym, to skutecznosé¢ zbudowanego systemu stanowi dobre,
cho¢ zawodne kryterium jego uzasadniania. Nie trzeba dodawacé,
ze kryterium pragmatyczne jest do przyjecia niezaleznie od przeko-
nan filozoficznych. Najlepszym na to dowodem jest fakt, ze dwaj
matematycy o tak réznych pogladach filozoficznych, jak Hilbert
i Godel, uznali je za donioste.

Literatura cytowana

Czezowski, Tadeusz [1965] Filozofia na rozdrozu, PWN, War-
szawa 1965

Dadaczynski, Jerzy [2002] Filozofia matematyki w ujeciu histo-
rycznym, Biblos, Tarnéw

Dambska, Izydora [1978]Idee Kantowskie w filozofii matematy-
ki XX wieku,w: Archiwum historii i mysli spolecznej (24),
ss. 167213

Hilbert, David [1996] ,,Uber das Unendliche”, przeklad polski
w: Murawski Stefan, Filozofia matematyki. Antologia tekstow
historycznych, PWN, Warszawa, ss. 288-307

Hilbert, David [1901] Mathematical Problems, przektad angiel-
ski wyktadu z 1900 roku (wydanego w roku 1901) na stronie:
<http://alephO.clarku.edu/~djoyce/hilbert/problems.html>

Hilbert, David; Bernays, Paul [1934] Grundlagen der Matematik, Sprin-
ger Verlag, Berlin

43@sdel [2002], s. 113.



66 | Anna Brozek

T

Hintikka, Jaakko [1998] ,Hilbert vindicated?”, w: Language, truth and logic
in mathematics, Collected Works, Kluwer Academic Publishers, ss. 84—
105.

Hintikka, Jaakko [1991] ,Kant’s New Method of Though and his Theory
of Mathematics”, w: The Knowledge and the Known, Kluwer Academic
Publishers, ss. 126-134

Godel, Kurt [1931] ,,Uber formal unentscheidbare Sétze der Principia Mate-
matica und verwandter Systeme I”, w: Davis, Martin (wyd.) The unde-

cidable, Ravin Press, New York 1965, ss. 5-37 (tlumaczenie angielskie)

Godel, Kurt [1944] ,Russell’s mathematical logic”, w: Collected works, vol.
II. Oxford 1990, ss. 119-153

Godel, Kurt [1995] ,,The present situation in fundations of mathematics”,
w: Collected works, vol. III, Oxford 1995, s. 47

Godel, Kurt [2003] ,What is Cantor’s Continuum Problem?”; t1. polskie w:
Murawski [2003], ss. 103 — 123.

Kant, Immanuel [2001] Krytyka czystego rozumu, przel. R. Ingarden, An-
tyk, Kety

Krajewski, Stanistaw [2003] Twierdzenie Gédla i jego implikacje filozoficz-
ne, Wydawnictwo Instytutu Filozofii i Socjologii PAN, Warszawa

Maddy, Penelope [1990] Realism in mathematics, Oxford
Maddy, Penelope [1997] Naturalism in mathematics, Oxford
Minois, Georges [1995] Ko$cidél i nauka, Warszawa

Marciszewski, Witold (red.) [1987] Logika formalna. Zarys encyklope-
dyczny, PWN, Warszawa

Murawski, Roman [1994] , Hilbert’s Programm: Incompletness Theorem vs
Partial Realizations”, w: Wolenski [1994], ss. 103-127

Murawski, Roman [2000] Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematy-
ki, Wydawnictwo UAM, Poznan

Murawski, Roman [2001] Filozofia matematyki, zarys dziejéw, PWN, War-
szawa



Hilbert a Gédel: prawda i dowod w matematyce 67

=
-

Murawski, Stefan (red.) [2002] Wspdlczesna filozofia matematyki. Wybdr
tekstow, PWN, Warszawa

Nagel, Ernst; Newman, James R. [1996] Gddel’s Proof, New York Uni-
versity Press,

Podsiad, Antoni [2001] Slownik termindw i pojeé filozoficznych, PAX, War-
szawa

Simpson, Stephen [2002] ,Partial Realizations of a Hilbert’s Programm”,
przektad polski: ,,CzeSciowe realizacje programu Hilberta”, w: Muraw-
ski [2002], ss. 189-213

Tarski, Alfred [1995] ,Prawda i dow6d”, w: Pisma logiczno—filozoficzne, t. 1,
PWN, Warszawa, ss. 292-332

Wolenski, Jan (red.) [1994] Philosophical Logic in Poland, Kluwer Acade-
mic Publishers

Wéjtowicz, Krzysztof [2002] Platonizm matematyczny. Studium filozofii
matematyki Kurta Gdédla, Biblos, Tarnéw

Wéjtowicz, Krzysztof [2001] ,O tzw. programie Godla”, Zagadnienia Fi-
lozoficzne w Nauce, XXVII/XXIX, ss. 100-117

Wéjtowicz, Krzysztof [2002] ,Reverse Mathematics and the Indispensabi-
lity Argument”, w: M. Talasiewicz (red.) Logic, Methodology nad Phi-
losophy of Science at Warsaw University, Semper, Warszawa 2002



Semina O Nr 3
Scientiarum 2004

Leszek Wronski

Twierdzenia Godla — dowody. Czy
arytmetyka jest w stanie dowies¢ wlasng
niesprzecznoscé?

W tym krétkim opracowaniu chcialbym przedstawi¢ dowody
obu twierdzen Godla wykorzystujace warunki dowodliwosci Loba,
a takze problem pewnej, by¢ moze zbyt pochopnie wysuwanej filo-
zoficznej implikacji drugiego twierdzenia Godla dotyczacego niedo-
wiedlno$ci niesprzecznosci arytmetyki sSrodkami samej arytmetyki.

1. Wstep

Niech 9 =< N, 4+, -, 5,0 > bedzie tzw. modelem Peano, czyli
standardowym modelem arytmetyki. Niech PA bedzie systemem
standardowo sformalizowanym opartym o nastepujace aksjomaty:

(1) Vz,y(Sx =Sy — x =vy)
(2) Va(=(0 = Sx))

(3) Va(z +0 = z)

(4) Vz,y(z + Sy = S(z +y))
(5) Va(z -0 = 0)

(6) Va,y(z- Sy =z -y + )
(7)

7) [a(0) AVz[a(z) — a(S(2))]] — Vea(z)
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(oczywiscie, (7) powyzej to schemat nieskonczenie wielu aksjoma-
tow).

Latwo dowiesé, iz M = PA, tak wiec mozemy stwierdzié, co
nastepuje:

Twierdzenie 1.1 PA jest teorig niesprzeczng.

Jasne jest, ze zbior aksjomatéw P A jest rozstrzygalny, czyli ist-
nieje algorytm rozpoznawania aksjomatéw PA w zbiorze wszyst-
kich formut jezyka arytmetyki. Pierwsze twierdzenie Godla poka-
zuje, iz arytmetyka PA jest istotnie niezupelna, czyli niezupetne
jest kazde jej rozszerzenie o rozstrzygalnym zbiorze aksjomatow.

Definicja 1.2 Mdowimy, Ze wyrazona w jezyku teorii PA formula
a(z1,...x1) mocno reprezentuje relacje R C NF jesli dla dowol-
nych ny,...ng jest tak, iz

(1) <ni,...nx >€¢ R= PAtF a(ny,... 1)
(2) <ni,...n; >¢ R= PAF —a(ng,...7g),

gdzieny, ...y $q tzw. termami kanonicznymsi, ktore w jezyku aryt-
metyki desygnujq liczby naturalne — term oznaczajgcy liczbe n ma
posta¢ SS...S50.

—

n—razy

W dalszym ciagu — dla uproszczenia notacji — liczbe oraz
desygnujacy ja term bedziemy czesto oznaczaé¢ tym samym sym-
bolem w sytuacjach, w ktérych kontekst nie pozostawia watpli-
wosci co do tego, co mamy na mysli. Zakladam, iz Czytelnikowi
znana jest jakas metoda arytmetyzacji, czyli jednoznacznego przy-
porzadkowania liczb naturalnych wyrazeniom jezyka arytmetyki.
Moze byé¢ to metoda samego Godla, albo np. Smullyana lub Bo-
olosa. Nie bedzie dla nas wazny sposéb dokonania arytmetyzacji,
lecz tylko fakt, iz jest ona mozliwa. Numer Godla formuty o be-
dziemy oznaczaé czesto uzywanym symbolem "o . Wprowadzmy
nastepujace relacje:
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Definicja 1.3 Prf(a,b) wtw a jest numerem Gédla dowodu for-
muty o numerze Gddla b.

Definicja 1.4 Pr(a) wtw 3z : Prf(z,a)
(w obu definicjach a,b,x € N).

Dla dowodu twierdzen Godla potrzebny nam bedzie nastepu-
jacy fakt:

Fakt 1.5 Relacja Prf jest mocno reprezentowalna w teorii PA.

Dla uproszczenia notacji uzywaé bedziemy tego samego symbo-
lu na okreslenie relacji Prf oraz formuty w jezyku PA, ktora owa
relacje mocno reprezentuje. Latwo udowodnié¢ nastepujacy fakt:

Fakt 1.6 Dla dowolnej formuly o, jesli numer Gédla™a™ ma wla-
snosé Pr, to PAF a.

Przypomnijmy, ze w zaleznoéci od kontekstu symbol Prf be-
dzie oznaczal relacje zawarta w N x N lub formule arytmetyczna
z dwiema zmiennymi wolnymi, ktora te relacje mocno reprezentuje

w PA.

Definicja 1.7 Mdowimy, ze formula o(x,y, z) mocno reprezentuje
funkcje f (f : N?> — N), jezeli dla dowolnych n,m € N jest tak, Ze

PAEVYz[p(m,m,2) < [z = f(n,m)]].

Tak wiec reprezentacja k-argumentowej funkcji jest formuta
z k 4+ 1 zmiennymi wolnymi.

Rozwazmy funkcje Sub : N> — N. Niech Sub("a™,n) = "a(z/
n)7, jesli pierwszy argument jest numerem formuly, za$ w innym
przypadku wartos¢ funkcji nie jest okreélona. Wiemy, iz prawdziwy
jest nastepujacy fakt:

Fakt 1.8 Istnieje formula arytmetyczna &(x,y, z), ktéra mocno
reprezentuje w PA funkcje Sub.
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Udowodnijmy nastepujace twierdzenie, zwane ,lematem prze-
katniowym”:

Twierdzenie 1.9 Dia dowolnej formuly arytmetycznej 0(x) za-
wierajgcej doktadnie jedng zmienng wolng x istnieje zdanie A ta-
kie, Ze
PAFA < 0(TA™).
Dowdéd: Nasze intuicje co do zdania A mozna wyrazié stwier-

dzeniem, iz méwi ono ,Méj numer ma wlasnos¢ 0”. Zdefiniujmy
formule I'(x) z jedna zmienna wolna:

def
[(z) = Vy[&(z,2,y) — 0(y)]-
Niech n = "T'(x)™. Zdefiniujmy tak oto zdanie A:
A ¥ P(z/m) (1)

czyli
A= vy[&(m,m,y) — 0(y))-
Wiemy, ze PAF A < A, a zatem
PAF A o VY&, 7,y) — 0(y)] (2)

Fakty, iz formuta & mocno reprezentuje w P A funkcje Sub, a tak-
ze, iz n = "T'(x)7 implikuja':

Z (2) i (3) otrzymujemy
PAF A < Wyl(y = T@)) — 6(y)]. @

Na mocy definicji (1):

I—F(ﬁ)—l — I—A—I.

!Stosujemy def. 1.7 do funkcji Sub i reprezentujacej ja formulty &.
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Po podstawieniu do (4) otrzymujemy:

PAF A < Vy[(y =TA7) — 6(y)],

czyli

PAF A « 0(TA7).

Q.E.D.
Dowody twierdzen Godla sprowadzaja sie do zwyklego rachun-
ku zdan przy zalozeniu tzw. warunkéw dowodliwosci Loba:

(D1) jesli PAF ¢, to PA+ Pr(T¢™)
(D2) PAF Pr("p") — Pr("Pr(T¢™)7)
(D3) PAF [Pr("e™) A Pr(Tp — 9] — Pr(77)

2. Twierdzenia Godla

Ponizej wykorzystywac bedziemy zdanie ¢4, ktére wyraza wia-
sng niedowodliwo$é¢ srodkami PA. Fakt, iz owo zdanie da sie napi-
sa¢ w jezyku arytmetyki uzasadniamy powolujac sie na (1.5) oraz
(1.9).

Twierdzenie 2.1 (I twierdzenie Gédla) Niech ¢, bedzie ta-
kim zdaniem jezyka PA, Ze PAF @4 — —Pr(To 7). Wtedy:

(i) PA¥ ¢4
(i) PAF —p,.

Dowdd: Najpierw dowiedziemy warunku (i). Zalézmy, ze PA
F ¢g. Wtedy, z warunku D1 mamy PA + Pr("¢,"). Poniewaz
PA - —p, < Pr(T¢g"), otrzymujemy wniosek, iz PA F —ypg,
dochodzimy wigc do sprzecznoéci z twierdzeniem (1.1). Zatem PA
¥ opg.

Nastepnie dowiedziemy warunku (ii). Zalézmy, ze PA = —p,.
Zatem PAF Pr("¢,"), czyli, z faktu (1.6), PA | ¢4, co prowadzi
do sprzecznosci. Tak wiec PAF —p4. Q.E.D.
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Twierdzenie 2.2 (II twierdzenie Goédla) Niech Conpy ozna-
cza formule —Pr("0 =17). Wtedy PA¥ Conpa.

Dowéd: Niech ¢, bedzie zdaniem takim, ze PA F ¢, <
—Pr("pgy"). Checemy pokazaé, ze PAtF ¢4« Conpa.

Udowodnimy najpierw implikacje w prawo, PA F ¢, —
Conpa. Zauwazmy, ze PAF (0 = 1) — ¢4. Z warunku D1 otrzy-
mujemy: PAF Pr("(0 =1) — ¢,"). Po wykorzystaniu warunku
D3 mamy: PAF Pr("0=1") — Pr("¢,"). Po zastosowaniu pra-
wa kontrapozycji: PA = =Pr(Tp,") — =Pr("0 = 17). Z definicji
g PAF @g — —Pr(Tp,"). Zatem, z przechodnio$ci implikacji,
PAF ¢y — —Pr("0=17"), czyli PAF ¢4 — Conpa.

Nastepnie udowodnijmy implikacje w lewo,
PAF Conpa — pq.

7 definicji ¢4 mamy

PAE @q— 2Pr(Tpg")
7 czego po zastosowaniu transpozycji wynika
PAF Pr("pg ") — —pq.
Z warunku D1 otrzymujemy
PAF Pr("Pr("py ") — =g )
zas po zastosowaniu warunku D3
PAE Pr("Pr(Tog ")) — Pr(T=gg ). (5)
Z D2, (5) oraz przechodniosci implikacji otrzymujemy
PAE Pr(Teg") — Pr("=pg 7). (6)

Wiemy, ze PAF ¢4 — (mpg — (¢g A —pg)). Zatem, na mocy
D1 i D3, otrzymujemy

PAE Pr("eg") — (Pr(T=gg ) — Pr(Teg A =gy )
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a zatem, po zastosowaniu prawa komutacji,
PAE Pr("—¢, ") = (Pr(Teg") — Pr(Teg A=y ). (7)

7 samorozdzielnosci implikacji i prawa komutacji otrzymujemy
tautologie

[p—(¢g—n))—1[g—p) —(@—r)]

Za zmienng p podstawiamy Pr("—y,"), za q Pr("y, ") oraz za
r Pr(Tpg A —pg™), by otrzymad

PAF[Pr("=pg ") — (Pr("pg ) — Pr("pg A —pg )] —
= [(Pr(Teg ") = Pr(Tgg ") — (Pr(Tgg ) = Pr(Teg A g )]

Odrywamy (7), (6) i otrzymujemy
PAE Pr("pg") — Pr(Tog A—pg) (8)

Wiemy, ze PAF (¢4 A—pg) < (0 =1). Zatem w szczegdlnosci
PAF (pg A —pg) — (0=1). Z warunkéw D1 i D3 otrzymujemy:

PAF Pr("pg A—pg ") — Pr("T0=17). (9)
Z (8) i przechodnioéci implikacji mamy
PAF Pr("p,") — Pr("0=1")
a zatem (z prawa kontrapozycji)
PAF -Pr("0=17") — —=Pr("¢y")
Z definicji Conpa i ¢y mamy
PAE Conpa — g,

co chcieliémy udowodnié.
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Whioskujemy wiec, ze PA = ¢4 <+ Conpa. Z udowodnionego
wyzej pierwszego twierdzenia Godla wiemy, ze PA ¥ ¢,. Zatem
PAV¥F Conpy. Q.E.D.

3. Niesprzecznosé¢ arytmetyki

Czesto styszy sie poglad, iz drugie twierdzenie Godla impli-
kuje niedowiedlnos¢ niesprzecznosci arytmetyki $rodkami samej
arytmetyki. Mozna by sadzi¢, iz dobra interpretacja powyzszego
pogladu jest nastepujace zdanie (wystepujacy w nim symbol ,, 1”
oznacza wybrana ,formule absurdalna” (np. ,—(0 = 0)”): nie mo-
ze ona by¢ twierdzeniem zadnej niesprzecznej teorii zawierajacej
arytmetyke):

Nie istnieje formula arytmetyczna v(x) taka, ze

(1) dla dowolnej formuly o, PA F o wtw PA F v("a™) (czyli
formula v wyraza dowiedlnosé w PA)

(2) PAF —y("L7).

Jednakze zdanie powyzsze jest falszywe. Zdefiniujmy ~(x) tak
oto:

V(x) < y[Prfly,z) Az #"L7)]

Jedli PA + « to, wobec niesprzecznosci arytmetyki, "o #
17 tak wiec (poniewaz relacja réznosci miedzy liczbami natu-
ralnymi jest mocno reprezentowalna w PA) PAF (Ta™ # TL7).
Zatem

PAF Jy[Prf(y,"aT) A(Ta" # 7L
z czego wnioskujemy, iz PA F v(Ta™). Mamy wiec implikacje w le-
wo z powyzszego warunku (1). Implikacja w prawo jest oczywista
z definicji wlasnosci Prf.
Aby dowie$¢ warunku (2) zauwazamy, ze

(L) = 3y (Prfly, " L)AL #ETLT) <
o Vy: (Prf(y," L) = (TL7="17)
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za$ to ostatnie jest prawem logiki.
Stajemy wiec w obliczu takiej sytuacji: wiemy, iz

PAF awtw PAF Pr("a™) wtw PAF y(Ta™)

a takze
PAEF —y("L7)

oraz (z poprzedniego twierdzenia)
PA¥F -Pr("L")

Tak wiec istnieje formula arytmetyczna (x) wyrazajaca do-
wiedlno$é w PA i taka, ze PA F —y("L7). Widaé stad, iz drugie
twierdzenie Godla wymaga, by formuta Pr wybrana zostata w spo-
sob ,wlasciwy”, tak, by miala pozadany sens arytmetyczny. Moze
sie bowiem zdarzy¢, iz dla odpowiednio skonstruowanej formutly
Prq formuta

Pr("a™) < Pri("a™)

bedzie prawdziwa w modelu MM (czyli Th(IM) E Pr("a’) <
Pri("am)), ale nie bedzie twierdzeniem PA (z pierwszego twier-
dzenia Godla wiemy, ze jest to mozliwe)2.

2Podane tu informacje mozna w duzej czesci znalezé w ksigzce Romana
Murawskiego ,,Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki” (Wydaw-
nictwo Naukowe UAM, Poznan 2000) oraz drugim wyktadzie z ,,Foundational
Studies” Andrzeja Mostowskiego (PWN 1979).



Semina O Nr 3
Scientiarum 2004

Robert Piechowicz

Dlaczego twierdzenia Godla inspiruja
filozof6w?

Tak zwane twierdzenia Goédla naleza chyba do najczesciej ko-
mentowanych wynikéw (meta)matematycznych. Niestety liczba
poswieconych im publikacji jest odwrotnie proporcjonalna do ja-
kosci zawartych w nich rozwazan. Aby wiec nie powickszaé ilosci
inspirowanych twierdzeniami Goédla spekulacji o wysokim stop-
niu dowolno$ci w niniejszej pracy przedyskutuje, jakie cechy tych
twierdzen decyduja o ich atrakcyjnosci dla filozofii. Jako punkt
wyjscia przyjmuje nastepujaca liste takich cech podang przez Kra-
jewskiego:

1. kontekst filozoficzny w ktorym sie pojawity,

2. 0g0lnosé,

3. paradoksalnosé!.

Czeé¢ pierwsza i druga niniejszej pracy beda mialy charakter
historyczny; zrekonstruuje w nich wspomniany kontekst filozoficz-
ny twierdzen Godla, gdyz charakterystyka pozostatych cech wyma-
ga jego znajomosci. W czesci trzeciej przedyskutuje wymienione
cechy, za$ calo$é¢ niniejszej pracy zakoncze krétkim podsumowa-
niem.

1S, Krajewski, Czy twierdzenia Gédla maje zastosowanie filozoficzne?,
[w:] J. Perzanowski, A. Pietrszuczak, Byt, Logos, Matematyka, Wydawnictwo
UMK, Torun 1995, s. 399.
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Pytanie o jedno$é¢ matematyki

Gléwnym problemem matematyki XIX i poczatku XX stulecia
byta jej jedno$é¢ i spdjnosé. Pojawil sie on z uwagi na bogactwo
i réznorodno$é rezultatow dzialalnosci matematykdéw, poniewaz
nie potrafili oni wskazaé, co jest podstawa matematycznego cha-
rakteru tych teorii ani zaleznosci pomiedzy nimi. Gdy na dodatek
proby wskazywania dyscyplin unifikujgcych prowadzity do znaczne-
go powiekszenia liczby proponowanych matematyce drdg (algebra)
czy tez wrecz wyprowadzaly jg na bezdroza, gdzie problem spojnosci
ustepowal lekowi o zasadnosé jej istnienia (teoria mnogosci), spra-
wa uporzgdkowania matematyks stawala sie dla wielu jej tworcow
kwestig pierwszoplanowq?. Innymi slowy, matematyka wymagala
unifikacji oraz systematyzacji, to znaczy uporzadkowania poszcze-
gblnych teorii i wskazania zalezno$ci pomiedzy nimi®. Dwie gléwne
propozycje to sformutowany przez F. Kleina program erlangenski
oraz program Hilberta?.

Klein wskazywal, ze nalezy bada¢ obiekty matematyczne a nie
teorie. To, ze w matematyce wystepuje wiele réznorodnych teorii,
jest konsekwencja aspektowosci poznania matematycznego; jedy-
nie pojecia matematyki magq [. . . | swdj (niezawisty) byt podgladany
przez nas za pomocqg naszych (réinych) matematycznych teorii®.
Wedlug Kleina podobienstwo teorii jest oparte na odniesieniu do
tych samych obiektéw. Jednak z réznych wzgledéw matematycy
wybrali druga propozycje, w my$l ktorej nalezy skoncentrowaé sie
na teoriach, nie za$ na obiektach. Istota teorii matematycznej jest
nie to, o czym ona méwi, lecz sposdb w jaki jest skonstruowana.

2M. Kordos, Wyktady z historii matematyki, WSiP, Warszawa 1994, s. 245.

3Por. J. Dadaczynski, Filozofia matematyki w ujeciu historycznym, OBI —
Krakéw, Biblos — Tarnéw 2000, s. 22.

4Program ten stworzyt M. Pasch; Hilbert rozwing go i przede wszystkim
upowszechnil. W niniejszej pracy uzywam pojecia ,program Hilberta” zamiast
»brogram Pascha”, gdyz nie jest moim celem reformowanie zastanego kanonu
terminologicznego.

5M. Kordos, op. cit, s. 246.
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Zalecany przez Pascha syntaktyczny rygoryzm stal sie kryterium
unifikacji matematyki i utatwil — prowadzona juz — jej systema-
tyzacje.

Rezultatem dziatalnosci matematykow byto nie tylko wskaza-
nie odpowiednich zaleznoéci pomiedzy teoriami, ale réwniez wy-
odrebnienie arytmetyki liczb naturalnych jako teorii podstawowej.
Wraz z tym pojawita sie kontrowersja co do tego, czy podsta-
wy matematyki to wlasnie arytmetyka, czy tez istnieje dyscyplina
bardziej fundamentalna.

Problem podstaw

Zagadnienie istnienia i charakteru podstaw matematyki zwia-
zane jest z pytaniem o ignorabimus w tej dziedzinie. Skoro bowiem
matematycy nie wiedzieliby, jak ich dyscyplina jest ufundowana,
to dzialalno$¢ matematyczng mozna by uzna¢ — na przyktad —
za przejaw jakiego$ zbiorowego szalenstwa czy tez zrozumiaty tyl-
ko dla nielicznych, dziatalnosé¢ magiczng. Nieznajomosé pewnego
szczegdtowego twierdzenia czy problem ze znalezieniem dowodu
nie jest tak zasadniczym mankamentem, jak brak wiedzy doty-
czacej najbardziej podstawowych struktur. Zaproponowano dwa
rozwiazania tego problemu. Z jednej strony, L. Kronecker w swo-
jej stynnej wypowiedzi wskazal, ze obiekty arytmetyki sa po pro-
studane; rozwazania dotyczace ich natury nie beda miaty matema-
tycznego, lecz — co najwyzej — filozoficzny charakter. Na szcze-
Scie nie wszyscy matematycy przejeli sie kroneckerowskim dictum;
podjeto proby wyprowadzenia arytmetyki liczb naturalnych z bar-
dziej podstawowej dyscypliny, mianowicie teorii mnogosci.

Jako pierwszy probe taka podjatl G. Frege mniej wigcej w tym
samym czasie, gdy pojawila si¢ propozycja Pascha. Frege stwier-
dzil, iz teorie mnogosci trzeba wyprodukowac jakos tam, ale jesliby
sie juz jg mialo, to z niej wyprodukuje sie arytmetyke liczb natural-
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nychS; co wiecej sam Frege nie ma ambicji zajmowania sie teorig
mnogosci 1 zaczyna od zbudowania w teorit mmogosci arytmety-
ki liczb naturalnych”. Brak dobrze skonstruowanej teorii mnogosci
mial dla koncepcji Fregego powazne konsekwencje — teoria ta pro-
wadzila do antynomii®. Problemy z teorig mnogosci zmusity mate-
matykéw do ponownego zrewidowania podstaw swojej dyscypliny
i stosowanych w niej metod. W rezultacie pojawily si¢ trzy od-
rebne propozycje metodologiczne: intuicjonizm, formalizm i tzw.
poprawiony logicyzm?.

Intuicjonisci wskazywali, ze problemy podstaw matematyki sa
konsekwencja niefrasobliwosci jej tworcoéw; dlatego nalezy wpro-
wadzi¢ ograniczenia metodologiczne. Wedtug intuicjonistéw ma-
tematyka musi by¢ oparta na pierwotnej intuicji liczb naturalnych
i zasadzie indukcji; a zatem rozwigzujac problem podstaw mate-
matyki poszli oni w $lady Kroneckera. Z kolei w odniesieniu do
procedur dowodowych dopuszczali dowody istnienia, o ile maja
one charakter konstrukcyjny'®. Oszczednosé metodologiczna intu-
icjonistow chronila ich skutecznie przed paradoksami [. .. ] nieste-
ty chronita ich takie przed ogromng cze$cig matematyki'l; z tego
wzgledu stanowisko to nie bylo dla matematykow zadowalajace.

Logicyéci — podobnie jak Frege — postulowali, ze arytme-
tyka liczb naturalnych jest wyprowadzalna z teorii mnogosci'?;
przedstawienie takiej konstrukcji wymaga skonstruowania syste-
mu, w ktérym nie datoby sie odtworzy¢ — nie tylko aktualnie zna-

5M. Kordos, op. cit, s. 280. Teoria mnogosci o ktérej pisze Kordos to —
Scisle rzecz biorac — fragment logiki drugiego rzedu.

" Ibid.

8Byla to tak zwana antynomia Russella.

9Logicyzm poprawiony to logicyzm w wersji Russella i Whiteheada.

107, Dadaczynski, op. cit, s. 354.

HM. Kordos, op. cit, s. 282.

12Nazwa kierunku sugeruje, iz matematyka miata byé wyprowadzalna z lo-
giki. Realizacja tego przedsigwziecia wykroczylta poza wczesniejsze deklaracje,
realizujgc idee logicyzmu, zredukowano matematyke nie do logiki, lecz do (przy-
najmniej pewnego fragmentu) teorii mnogoéci. Zob. J. Dadaczyniski, op. cit,
s. 231.
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nych ale jakichkolwiek — antynomii. Ambicje logicystéw znalazty
wyraz w monumentalnych Principia mathematica Russella i Whi-
teheada. Aby wlasciwie ocenié¢ doniostosé tej pracy przypomnijmy
sobie, ze twierdzenie o niezupelnosci podane przez Godla dotyczy
miedzy innymi systemu tam zawartego's.

Formalizm z kolei byl przede wszystkim doktadniejsza reali-
zacja koncepcji Pascha; a zatem, wedlug przedstawicieli tego kie-
runku, teorie w matematyce sa okreslone jedynie syntaktycznie.
Postulat ten mial umozliwi¢ zachowanie calej dotychczasowej ma-
tematyki oraz unikniecie wyprowadzania jej z teorii mnogosci; for-
malizm byl wigc alternatywsa tak dla intuicjonizmu, jak i dla logi-
cyzmu. Podstawowa dyscypling matematyki jest zatem arytmety-
ka liczb naturalnych, a jako gléwny problem podstaw matematyki
formalisci wskazali niesprzecznosé i zupelnosé. Cata dotychczaso-
wa matematyka bylaby zatem niesprzeczna i zupelna, o ile cechy
te posiadataby arytmetyka. Obie sugestie i proby ich dowiedzenia
zostaly podwazone przez twierdzenia Godla.

Kontekst, ogélnosé i paradoksalnosé

Twierdzenia Godla rozwialy filozoficzne oraz metodologiczne
pretensje logicyzmu i formalizmu; mimo to sadze, ze — wbrew su-
gestiom Krajewskiego — kontekst filozoficzny tych twierdzen to
nie tylko wspomniane kierunki badania podstaw matematykil?.
Zaréwno program Hilberta, jak i logicyzm nalezaly do pewnego
— zainicjowanego w XIX stuleciu — nurtu badan metamatema-
tycznych, ktory mial na celu uporzadkowanie matematyki i wy-
odrebnienie dyscypliny podstawowej. Twierdzenia Godla sa jego
koncowym rezultatem.

Oba twierdzenia nie dotycza jakiej$ konkretnej teorii formalne;j
— z tego wzgledu sg one ogdlne. Ich zalozenia wymagaja, by uktad

BTytul pracy Godla, w ktérej znajduje sie to twierdzenie wraz z dowodem,
brzmi Uber formal unentscheidbare Sdtze der ,Principia mathematica” und
verwandter Systeme.

Ypor. S. Krajewski, op. cit, s. 399.
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aksjomatéw teorii, do ktorej mozna je zastosowaé pozwalal na re-
konstrukcje arytmetyki liczb naturalnych. Z formalnego punktu
widzenia nie jest to wymodg zbyt silny; ma on jednak istotne kon-
sekwencje — teoria taka jest niezupelna, a jej niesprzecznosci nie
da sie dowies¢ bez wykorzystania konstrukeji spoza tej teorii. A za-
tem twierdzenia Godla méwia co$, i to cos bardzo podstawowego,
o calej teorii, calym systemiel®.

Wynik Godla jest paradoksalny tak ze wzgledu na swojg kon-
strukcje, jak i z uwagi na konsekwencje dla filozofii matematyki.
Jednakze pierwszy przypadek jest interesujacy jedynie dla kogo$,
kto zna lub chce poznaé te twierdzenia od strony formalnej; pro-
blematyka ta jest w rozwazaniach filozoficznych prawie nieobecna
— wiekszos¢ inspiracji Godlowskich to analizy i préby ekstrapolacji
konsekwencji filozoficznych.

Filozoficzna paradoksalnosé twierdzen Godla zwiazana jest
z wyrdéznionym miejscem matematyki w dziejach ludzkiej mysli;
wyjatkowo$é tej dziedziny nie ulegla zmianie mimo pojawiaja-
cych sie podczas jej rozwoju probleméw, ani mimo zwiekszaja-
cej sie abstrakcyjnoéci. Dopiero wynik Godla wskazal na potrze-
be zrewidowania rozmaitych filozoficznych deklaracji. Jego doko-
nanie wskazuje bowiem na niemozliwos¢ usuniecia z matematyki
takich pojeé, jak sens czy intuicja; innymi stowy aby cokolwiek
moglo byé sformalizowane, co$ innego musi pozostac niesformali-
zowane'®. Matematycy — w odréznieniu od filozoféw — zazwyczaj
byli i sa tego $wiadomi. Zapewne dlatego obecne w niektérych
filozoficznych komentarzach pesymistyczne wnioski sg im obce!”.
Tworcza aktywno$é matematykéw swiadczy o tym, ze sg oni prze-
konani o sensowno$ci uprawiania swojej dziedziny.

1577 -
Ibid.

163, Wolenski, Metamatematyka a epistemologia, PWN, Warszawa 1993,
s. 32.

" Warto zwrécié uwage na wypowiedzi samego Godla. Zob. K. Wéjtowicz,
Platonizm matematyczny, OBI — Krakéw, Biblos — Tarnéw, 2002 oraz A. Bro-
zek, Russell i Godel — filozofowie, paradoksy i broda Platona, ,,Semina Scien-
tiarum”, 2 (2003), ss. 30 — 45.
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Zakonczenie

Dotychczasowa argumentacja miata wskazac, jakie cechy posia-
daja twierdzenia Godla. Czy sa to jednak cechy decydujace o fi-
lozoficznej atrakcyjnosci tychze twierdzen? Pozytywna odpowiedz
na to pytanie uzasadnie nie wprost. Zauwazmy bowiem, iz twier-
dzenia nie posiadajace ktérejs z wymienionych cech nie spotkaly
sie z podobnym zainteresowaniem; na przyktad:

a) twierdzenie Lindenbauma (o nadystemach zupelnych) jest
ogolne i paradoksalne, ale pozbawione odpowiedniego kon-
tekstu;

b) lemat Craiga jest z kolei ogélny i ma pewien kontekst, ale
pozbawiony jest paradoksalnosci;

c) twierdzenie Banacha—Tarskiego (o paradoksalnym rozkla-
dzie kuli) posiada odpowiedni kontekst, jest paradoksalne,
ale ma charakter szczegdtowy;

d) twierdzenie o antypodach — jest ono paradoksalne, nie ma
za$ kontekstu i jest szczegdtowe.

Oczywiscie w oparciu o podane kontrprzyktady nie mozna roz-
strzygnaé tego, czy lista rozwazanych w niniejszym artykule cech
jest pelna; wskazuja one natomiast na to, ze wymienione cechy
stanowia istotna charakterystyke twierdzen Godla.
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Twierdzenie Godla a filozofia umystu.
W sprawie pewnej dwuznacznosci
argumentu Lucasa

Co maja wspoélnego artykut Godla z 1931 roku o zdaniach
formalnie nierozstrzygalnych w systemie Principia Mathematica
i filozofia umystu? Z punktu widzenia nie uprawiajacego filozo-
fii matematyka czy logika by¢ moze niewiele, natomiast z punktu
widzenia filozofa umystu czy epistemologa — wprost przeciwnie:
filozofowie uwazaja, ze korzystajac przede wszystkim z osiagnieé
z zakresu metamatematyki (choé¢ w filozoficznych rozwazaniach
uwzglednia sie przewaznie w rownym stopniu odkrycia z zakre-
su nauk przyrodniczych), moga dowodzi¢ twierdzen o charakte-
rze wytacznie filozoficznym, a nawet metafizycznym. Niekiedy zy-
wia przekonanie, ze rozstrzygniecia dotyczace zagadnien matema-
tycznych czy metamatematycznych, wykorzystane w filozoficznych
sporach, umozliwia ostateczne rozwigzanie niejako z definicji nie-
rozwigzywalnych probleméw filozoficznych albo — co wydaje sie
niezwykle istotne — ,joczyszczenie” filozofii z ogromnej liczby bted-
nych mnieman, ,metafizycznych iluzji”, ,nonsenséw” itp. Przy-
ktadowo, Kazimierz Ajdukiewicz, korzystajac z twierdzenia Godla
o niezupelnosci arytmetyki, dowodzil falszywosci idealizmu trans-
cendentalnego w ujeciu Rickerta!. John R. Lucas, w oparciu o to

Por. K. Ajdukiwewicz, Problemat transcendentalnego idealizmu w sformu-
lowaniu semantycznym [w:] Jezyk @ poznanie, Warszawa 1985, t. L.
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samo twierdzenie, usilowal wykazaé falszywo$é mechanicyzmu?,

tj. pogladu, zgodnie z ktérym mozna skonstruowaé model umystu
ludzkiego nie rézniacy sie istotnie od modelu skonstruowanego dla
maszyny. W niniejszej pracy zajme sie argumentem zaproponowa-
nym przez Lucasa.

Zanim jednak zostanie przedstawiona struktura tego argumen-
tu, nalezatoby przyblizy¢ tres¢ pierwszego twierdzenia Godla. Ar-
tykut Godla® zaczyna sie nawiazaniem do programu formalizacji
matematyki Hilberta. Jeden z postulatéw tego programu wyra-
zi¢ mozna w najprostszy sposob tak: zdanie, ktére jest prawdziwe
w danym systemie formalnym, daje sie w nim w skonczonej liczbie
krokéw dowiesé¢ przy uzyciu srodkéw, jakich ten system dostar-
cza (czyli zestawu znakéw i procedur konstruowania z nich wyra-
zen, aksjomatéw systemu i obowiazujacych w nim regut inferencji)
i na odwrot: zdanie, ktore daje sie w danym systemie formalnym
udowodnié¢, jest w nim prawdziwe, czyli jest teza tego systemu.
Tym samym po udowodnieniu powyzszych zaleznosci ustalona zo-
stalaby koekstensjonalnosé¢ odnoszacych sie do zdan predykatéow
Sprawdziwy” i ,majacy dow6d”, przy czym tak rozumiana praw-
dziwos¢ przestaje by¢ pojeciem semantycznym, lecz zostaje zredu-
kowana do wlasnosci syntaktycznej. Procedure rozstrzygania, czy
dane zdanie jest, czy tez nie jest tezg danego systemu formalnego,
mozna nazwaé¢ mechaniczng. Sposéb postepowania, majacy na celu
przedltozenie dowodu tego zdania, zostaje bowiem $cisle wyznaczo-
ny przez okreslenie, jakiego rodzaju operacje mozna wykonywaé
na pewnych wyrazeniach, przy czym nie bierze si¢ pod uwage ich
znaczenia, a tylko poprawnosé syntaktyczna (czyli uwzglednia sie
fakt, czy sa poprawnie zbudowane).

2Por. J. R. Lucas, Minds, Machines and Gédel, Philosophy
36, 1961; artykul mozna znalezé takze mna stronie internetowej:
<http://users.ox.ac.uk/” jrlucas/Godel/mmg.html>.

3Opieram sic na angielskiej wersji tego artykutu: On Formally Undecidable
Propositions of 'Principia Mathematica’ and Related Systems I [w:] Goedel‘s
Theorem in Focus, ed. G. S. Shanker, London 1988.



86 Anna Tomaszewska

Idee pierwszego twierdzenia Godla mozna wyrazi¢ tak: dla kaz-
dego niesprzecznego systemu formalnego SF, zawierajacego ele-
mentarng arytmetyke liczb naturalnych z operacjg mnozenia i do-
dawania, istnieje zdanie GG, wyrazone w jezyku systemu formalnego
Jsr, ktore jest dla tego systemu prawdziwe, ale nie daje si¢ w nim
dowies¢; jest wiec tak, ze ani zdanie GG, ani jego negacja nie nalezy
do zbioru konsekwencji tez SF'. Zakladamy na poczatku, ze zda-
nie prawdziwe to takie, dla ktérego istnieje dowdd w SF. Niech
zdanie G* brzmi: ,/To zdanie nie ma dowodu w SF”. Jesli jest ono
falszywe, to znaczy, ze jego negacja — przy metalogicznym zalo-
zeniu dwuwarto$ciowoéci logiki — jest prawdziwa, a glosi ona, ze
zdanie to ma dowéd w SF, a skoro tak, to nalezy do zbioru tez
SF — bo, zgodnie z naszym zalozeniem, kazde zdanie, dajace sie
dowies¢ w SF, jest zdaniem prawdziwym, co w rezultacie przeczy
zalozeniu o jego falszywosci. Jesli natomiast jest prawdziwe, to na
mocy przyjetego wezedniej zalozenia, ma dowdéd w SF', a wiec zda-
nie: , To zdanie nie ma dowodu w SF” jest falszywe, co przeczy
zalozeniu o jego prawdziwoéci. Aby rozwigzaé te antynomie, przyj-
mujemy, ze jest tak, jak to zdanie méwi: zdanie G jest prawdziwe,
czyli — jak ,samo” stwierdza — nie ma ono dowodu. Z tego oraz
z zalozenia o niesprzeczno$ci naszego systemu formalnego wynika
jego niezupelno$é, czyli nie jest tak, ze dla dowolnego zdania albo
ono samo, albo jego negacja jest teza SF'.

4Nalezace do jezyka Jsr.
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Zdaniem J. R. Lucasa, filozoficzna konsekwencja® rozumowa-
nia Godla jest teza, iz umyst ludzki istotnie rézni sie od maszy-
ny, rozumianej tutaj jako maszyna Turinga czy tez rownowaznosé
dowolnego systemu formalnego, zawierajacego porcje arytmetyki.
Réznica, o jaka tu chodzi, polega na tym, iz umyst, co najmniej
w zakresie matematyki, potrafi wykonywaé operacje, ktérych nie
potrafi wykonywaé¢ maszyna. Jesli maszyna (system formalny) po-
trafi przedtozyé n zdan prawdziwych, my — ludzie — potrafimy
zawsze podac ich n + 1. Na naszej liScie zdan prawdziwych znaj-
duje sie bowiem zdanie godlowskie, dla ktorego dowdd formalny,
mozliwy do przedstawienia przez maszyne, nie moze istniec.

Mozna zadaé sobie pytanie: co to znaczy, ze pojecie prawdzi-
wosci okazuje sig, w rezultacie, nie by¢ pojeciem jednoznacznym

®Kiedy méwi sie o filozoficznych konsekwencjach danego twierdzenia ma-
tematycznego albo teorii fizycznej, z pewnoscia nie mozna mie¢ na mysli tego
rodzaju konsekwencji, o jakiej méwi sie w logice. (Zob. w tej sprawie: J. Wolen-
ski, Metamatematyka a epistemologia, Wyd. Naukowe PWN, Warszawa 1993,
s. 10nn). W tym ostatnim przypadku jest tak, ze jesli z jakiego$ zbioru zdan
wynika pewne zdanie, to pod warunkiem, ze éw zbiér nie jest sprzeczny, nie
moze zen wynikaé takze negacja owego zdania. W przypadku tzw. konsekwencji
filozoficznych nie jest to takie oczywiste: teorie fizyczne czy nawet twierdze-
nia matematyki moga by¢ rozmaicie interpretowane — to m.in. od interpretacji
zalezy wyciagniecie z nich takich czy innych konsekwencji. Przez interpretacje
rozumiem funkcje przeprowadzajaca wedlug z géry okreslonych regul pewien
zbidr zdan w inny, nie zawierajacy sie w nim, zbiér zdan.
Operator konsekwencji logicznej ma miedzy innymi taks wlasnosé: dla pewne-
go zdania p i zbioru zdan A, jesli p nalezy do A, to p nalezy takze do zbioru
konsekwencji logicznych A. W szczegblnym przypadku, gdy A jest zbiorem
pustym, zbiér konsekwencji tego zbioru bedzie sie sktadal z praw logiki. Nie
jest natomiast prawda, jakoby zbiér konsekwencji filozoficznych danego zbioru
zdan zawieral si¢ w tym zbiorze. Przykladowo, z twierdzenia Gédla o niedo-
wodliwo$ci niesprzecznoéci elementarnej arytmetyki liczb naturalnych w niej
samej logicznie nie wynika zdanie mowiace, dajmy na to, ze poznanie prawdy
absolutnej jest niemozliwe. Byloby raczej tak, ze zbiér konsekwencji filozoficz-
nych stanowitby podzbiér zbioru zdan bedacych interpretacjami interesujacych
nas w danym przypadku twierdzen czy teorii.
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z pojeciem dowodliwosci, co to znaczy, ze prawdziwos¢ jakiego$
zdania nie sprowadza sie do wszystkich ,mechanicznych” proce-
dur, jakie trzeba wykonaé, by prawdziwos¢ te wykazaé? Nieco ta-
jemnicza moglaby sie wyda¢ odpowiedz, ze umystowi ludzkiemu
dane jest co$§ w rodzaju ,wgladu w nature rzeczywistosci” czy
ywgladu w nature prawdy”. Umozliwiatby on uznawanie za praw-
dziwe zdania, ktorego prawdziwosci nie mozna w zaden sposob
dowies¢, a w kazdym razie nie przy pomocy narzedzi systemu for-
malnego (ale wtedy powstaje pytanie o innego rodzaju ,narzedzia”
stuzace dowodzeniu naszych twierdzen nieempirycznych®). Praw-
dziwo$é jest niejako dostepna w bezposrednim intelektualnym uje-
ciu, widoczna ,gotym okiem”, jej ,,samomanifestowanie sie” ozna-
cza doktadnie to samo, co zasadnos$é zdania charakteryzujacego sie
owa prawdziwoscia. Zywienie takiego przeswiadczenia mogloby sie
okaza¢ rownoznaczne ze zwolnieniem osoby, gloszacej prawdziwosé
jakiegos twierdzenia, z odpowiedzialno$ci za podanie dlan stosow-
nego, akceptowalnego uzasadnienia. W ostatecznosci uzasadnienie
dowolnego stwierdzenia typu ,,Wiem, ze A”, gdzie A ma charakter
zdania nie majacego empirycznych podstaw uzasadnienia, a wiec
charakter czego$ w rodzaju zdania a priori, przedstawialoby sie
nadzwyczaj prosto: ,Wiem, poniewaz wiem”.

Jak nalezaloby rozumieé pojecie prawdziwosci w kontekscie ar-
gumentacji przedstawionej przez Lucasa? Niestety, sprawa ta nie
zostata doktadnie przez niego wyjaéniona. Co to bowiem znaczy, ze
zdanie godlowskie jest prawdziwe? Nie podejmuje sie jednoznacz-
nie odpowiedzie¢ na to pytanie, pozwole sobie jednak zacytowaé
stosowny fragment artykutu Lucasa. Ot6z pisze on tak:

Konstruujemy teraz formule gédlowske w tym[rozwazanym
przez Lucasal systemie formalnym. Formula ta nie moze byé
dowiedziona—w—systemie [podkr. Lucasal. Dlatego maszyna nie
moze wyprodukowac odpowiadajgcej jej formuly jako prawdziwej.
My jednok widzimy, Ze formuta godlowska jest prawdziwa

5Problem nie dotyczy wszak dowodzenia twierdzeh w rodzaju ,,Stonce dzi-
siaj wzeszlo”, lecz takich, ktére maja charakter aprioryczny.
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[podkr. A.T.]: kazda racjonalna istota [podkr. A.T.] moglaby
przesledzié¢ argument Gédla i przekonaé sie[podkr. A.T.], Ze for-
muta godlowska, choé niedowodliwa—w—systemie, jest jednakze]. . .]
prawdziwa.|. . .| dla kazdej maszyny istnieje prawda, ktorej nie mo-
Ze ona [scil. maszyna| wyprodukowaé jako prawdziwej, ale ktdrg
umyst mozeljako prawdziwa przedlozyé|. To pokazuge, Ze maszyna
nie moze by¢ zupelnym i adekwatnym modelem umystu’.

W ostatecznosci niezbyt dobrze wiadomo, jak nalezaloby in-
terpretowaé fakt rozumienia przez nas prawdziwo$ci formuly
godlowskiej. Lucas zdaje si¢ jednak sugerowaé¢ co nastepuje: kaz-
da racjonalna istota, a wiec istota wyposazona w ludzki umyst®,
jest w stanie — jak zakladamy, abstrahujac od wszelkiego rodza-
ju ograniczen z intelektualnymi wlacznie —zrozumieé argumenta-
cje Godla. Jesli ja zrozumie, da sie przekonaé co do jej stuszno-
Sci. A zatem zgodzi sie z twierdzeniem, iz dla kazdego systemu
formalnego istnieje pewne zdanie prawdziwe, ktérego w systemie
tym nie mozna dowie$¢. W nastepstwie tego za$ uzna antymecha-
nistyczna teze Lucasa, stanowiacg filozoficzng konsekwencje twier-
dzenia Godla o niezupelnosci arytmetyki. Zwréémy uwage na pew-
ng szczegodlng wlasnosé prawdziwosci, wychodzaca tu na jaw jakby
niezamierzenie: otéz prawdziwosé jest tym, co ma moc przekony-
wania albo raczej tym, co stwierdza sie w odniesieniu do jakiego$
zdania wtedy, gdy zostalo sie juz w dostatecznym stopniu (czyli
najczesciej ,do konca”) przekonanym. Aby zostaé¢ przekonanym,
trzeba sie najpierw poddaé dziataniu tego, kto przekonuje; mamy
zatem sytuacje — nazwijmy ja ,sytuacja dialektyczna”® — w kté-

"John R. Lucas, Minds, Machines and Géedel [w:]  Phi-
losophy XXXVI, 1961, ss. 112-127. Takze na stronie:
<http://users.ox.ac.uk/”jrlucas/Godel/mmg.html>, ttum. A.T.

8Nie bedziemy sie tutaj wdawaé w analize natury ontologicznej umyshu;
prawdopodobnie Lucas nie zgodzitby sie z fizykalistycznym redukcjonizmem
uznajacym teze o tozsamosci umystu i moézgu, gdyz uznanie tej tezy moze
tatwo prowadzi¢ do uznania mechanicyzmu.

9Lucas méwi o ,dialektycznej grze”, ktérej protagonistami beda Umyst
i Maszyna — ,obrazek” odsylajacy do artykutu Turinga Maszyna liczgca a in-
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rej dwa umysty wchodza we wzajemng relacje, porozumiewaja sie
ze soba dla osiagniecia pewnego celu. By¢ moze nie catkiem od
rzeczy bedzie powiedzieé, ze zrozumienie, na czym polega praw-
dziwo$é jakiegos zdania, wymaga, aby przyjrzeé¢ sie temu, jak do
prawdziwosci owego zdania w praktyce sie dochodzi. Jest to dla
filozofa niezmiernie interesujaca kwestia, wymaga jednak zajecia
stanowiska maksymalistycznego, niemilego oredownikom progra-
mu Hilberta, pozytywistom, zwolennikom, niewykonalnej zreszta,
redukcji semantyki do syntaksy itp. Prawdziwos¢ bowiem w ludz-
kiej praktyce zyciowej!? jedynie w luzny sposéb wiaze sie z do-
wodliwoécia; aby sie o tym przekonaé, wystarczy sporzadzi¢ liste
twierdzen przyjmowanych niejako ,na wiare”, czyli bez dowodu,
ktorych odrzucenie jednakze mogloby powaznie zachwiaé nasza
racjonalnoécia, czyniac obraz naszego do$wiadczenia $wiata we-
wnetrznie niespdjnym czy po prostu sprzecznym. Jednym z takich
nie majacych dowodu twierdzen bedzie to, ktére moéwi, ze jestesmy
istotami niesprzecznymi.

3.

Przedstawiony w poprzedniej czesci argument Lucasall, wyka-
zujacy falszywo$é mechanistycznych koncepcji umystu'?, spotkat
sie z licznymi zarzutami, z ktoérych najwazniejszy brzmi: Lucas jest
sprzeczny. Dlatego tez, bez wzgledu na to, kto ma racje: mechani-
cysci czy antymechanicys$ci, z matematycznego punktu widzenia,
teza Lucasa okazuje si¢ falszywa. Odwolujac si¢ do twierdzenia
Godla, nie mozemy zatem pokazaé, ze umyst istotnie rézni sie

teligencja, [w:] Filozofia umyslu. Fragmenty filozofii analitycznej, Aletheia—
Spacja, Warszawa 1995.

10 Jedli chcemy by¢ bardziej precyzyjni, mozemy méwié o praktyce jezykowej.

1 Jak widaé, rekonstrukcja argumentu Lucasa nie wypadta imponujaco, ale
tez nie widze powodow, dla ktérych miatoby by¢ inaczej. Rozumowanie prze-
prowadzone przez Lucasa jest bowiem bardzo proste, ale jak wkrotce zobaczy-
my, nie znaczy to jeszcze, iz jest ono zarazem matematycznie poprawne.

128formutowanie to brzmi nieco zbyt ,dziewietnastowiecznie”, dlatego moz-
na by zastapi¢ je wyrazeniem ,komputacjonistyczne modele umystu”.
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od ,inteligentnej” maszyny. Przed oméwieniem jednak tego naj-
istotniejszego zarzutu warto przyjrzeé sie kilku ,mniej groznym”
zarzutom, z ktérymi rozprawia sie autor Minds, Machines and
Gaodel.

Zarzut 1. Tworzenie zdania godlowskiego jest procedura stan-
dardowa, mozna wrecz powiedzieé: mechaniczna, za kazdym razem
bowiem stosujemy taka sama sztuczke — przedktadamy prawdzi-
we zdanie godlowskie, ktérego maszyna (system formalny) nie ma
na lidcie swoich tez. Jesli przedtozone przez nas zdanie zostanie
wciagniete przez maszyne na te liste (poprzez dolaczenie do zbio-
ru jej aksjomatéw), to mozemy przedlozyé kolejne zdanie, ktére-
go maszyna nie ma na liécie — i tak w nieskonczono$é!. Skoro
zatem ,wygodlowywanie” (out-gideling — stowo, ktérego uzywa
Lucas) jest procedura standardowa, powinno daé si¢ sformalizo-
waé — mozna zaprogramowaé¢ maszyne tak, by ,produkowata”
bez zadnych ograniczen (ograniczen technicznych ani czasowych
nie bierzemy tu pod uwage) zdania nierozstrzygalne; maszyna po-
siadataby wtedy tzw. Gddelizing operator.

Lucas odpowiada na ten zarzut, ze umyst zawsze jest w sta-
nie ,,wygodlowaé” maszyne, przedkladajac takie zdanie, ktorego
ta nie ma na licie. Ta w istocie niezbyt interesujaca procedura
przypomina gre, polegajaca na wymienianiu coraz wiekszych liczb
naturalnych —wygra ten, kto poda taka liczbe, ze jego przeciw-
nik nie bedzie potrafil poda¢ wigkszej. Wiadomo, ze w takiej grze,
ktéra gdyby nie przeszkody natury technicznej, nigdy by sie nie
skoniczyta, nie ma wygranej. Wedlug Lucasa, jesli maszyna jest
w stanie poda¢ w zdan godlowskich, to umyst zawsze moze podaé
tych zdan w + 1 i wygra. Skoro wiemy, ze arytmetyka jest niezu-
pelna i zakladamy tez, ze arytmetyka jest ,wbudowana” w pro-
gram maszyny, to zgodnie z twierdzeniem Godla musi daé si¢ zna-

13Podobnie w nieskoniczono$é mozna rozbudowywaé hierarchie jezykéw: dla
kazdego jezyka, procz jezyka naturalnego, zawierajacego swéj wlasny metaje-
zyk, istnieje co najmniej jeden metajezyk, bedacy tez jezykiem, tyle ze wyz-
szego stopnia.



92, Anna Tomaszewska

lez¢ zdanie, ktérego maszyna nie przedtozy. Mozna postawi¢ Lu-
casowi pytanie, czy nasza umiejetnosé ,wygodlowania” maszyny
nie oznacza, ze jesteémy ,zupeli”'4, a wiec potrafimy efektywnie
rozstrzygnaé¢ wartosé¢ logiczna kazdego zdania'®? I na czym by to
wefektywne rozstrzygniecie” miato polega¢ — wszak przeciez nie na
podaniu formalnego dowodu nierozstrzygalnego dla maszyny zda-
nia — wtedy bowiem z powrotem ,ladujemy” w systemie formal-
nym. Méwi sie w takich wypadkach o jakim$ ,intuicyjnym ujeciu”
prawdy czy, jak juz wspominatam, o jakim$ szczegdlnego rodzaju
swegladzie”, umozliwiajacym identyfikacje konkretnej prawdy na-
wet wtedy, gdy prawda ta nie ma dowodu; nie zawsze jest jednak
jasne, co sie rozumie przez samo pojecie intuicji czy wgladu. Jak
juz sygnalizowalam, problem sprowadza si¢ do uznawania badz
nieuznawania procedur innych niz dowodowe za wystarczajacy wa-
runek uzasadniania naszych twierdzen — i do tego, czy w ogdle
takie ,procedury” istniejg. Problem ten staje sie jeszcze bardziej
ogélny w momencie, gdy rozszerzymy, ,odformalizujemy” nasze
rozumienie pojecia dowodu — bedziemy wtedy mowié, ze jakies
zdanie ma dowdd, jezeli istnieja powszechnie uznane, racjonalne
procedury demonstracji prawdziwosci tego zdania; innymi stowy,
jesli mozna sprawdzic, czy dane zdanie jest prawdziwe czy nie. Sta-
ralam sie takze wcze$niej zasugerowaé, ze takie rozumienie praw-
dziwosci zdan byloby zbyt restrykcyjne: w praktyce uznajemy za
prawdziwe wiele twierdzen, ktérych prawdziwosci z réznych przy-
czyn nie potrafimy udowodnié, co nie oznacza bezzasadnoéci ich
przyjmowania. Zyjemy w konkretnych spolecznosciach, gdzie za-
chowanie, sposdb postepowania itd. jednostek sa wyznaczane przez

A zarazem niesprzeczni, w przeciwnym bowiem wypadku cale to rozumo-
wanie, ktérego konsekwencja jest odréznienie umystéw od maszyn, po prostu
upada. Jesli umyst jest sprzeczny, a maszyna — nie, to na liscie zdan, ktére
umyst przedktada maszynie, znajdzie sie wiele takich, ktére nie znajda sie na
liscie przedktadanej przez maszyne, jak choéby negacje tych ostatnich.

15Chodzi oczywiscie o takie zdania, ktére sa dobrymi kandydatami na posia-
daczy wartosci logicznej, ktérych szczegdlny przypadek stanowia zdania ma-
tematyczne.



Twierdzenie Godla a filozofia umystu . .. 93

=
-

pewne reguly racjonalnoéci, kazace pewne twierdzenia akceptowad,
pewne za$ odrzucaé. Prawdziwosé, jaka charakteryzuja sie tego ro-
dzaju niedowodliwe, zdania, nie bedace jednak aksjomatami, na-
zwalabym prawdziwoscig normatywng (albo transcendentalng) —
warunkujgeqg prawdziwosé twierdzen, ktore sie na ich podstawie
wyglasza oraz wewnetrzng spojnosé¢ systemu, do ktérego sie one
stosuja.

Zarzut 2'0. Twierdzenie Godla zachowuje wazno$é jedynie
dla systeméw dedukcyjnych, ale ludzie stosuja takze inne rodzaje
rozumowania, np. indukcyjne, probabilistyczne.

Zarzut ten méwi tyle: nie trzeba twierdzenia Godla, aby poka-
zac, ze nie jestedmy maszynami. W pewnym sensie bowiem oczywi-
Scie nie jestedmy nimi, a tylko by¢ moze ta cze$é naszego myslenia,
ktéra stanowi matematyka, daje sie ,,zmechanicyzowac”. Lucasowi
jednakze chodzi o to wlasnie, by pokazaé, ze nasze myslenie mate-
matyczne jest niemechaniczne, a w konsekwencji niezdeterminowa-
ne $cidle okreslonymi, wewnatrzsystemowymi regutami. Po prostu:
nawet wtedy, gdy rozumujemy dedukcyjnie, rezultat naszego rozu-
mowania nie musi by¢ z géry okreslony; dlatego matematyka jest
tak tworczg dziedzing ludzkiej dzialalnosci poznawczej.

Zarzut 3 (Hilary Putnam!”). Nie da sie wykluczy¢ mozliwo-
Sci, ze jesteSmy sprzecznymi maszynami.

Lucas uwaza to za malo prawdopodobne. Bywamy wpraw-
dzie niekiedy sprzeczni, na przyktad wtedy, gdy nasz rozum da-
je sie opetaé niezdrowym emocjom!'®. Przyznajmy Lucasowi ra-
cje: rzekomag sprzeczno$é istot ludzkich mozemy ztozyé na karb
ich omylnosci i ignorancji. Warto$¢ naszych twierdzen — to, czy
sg one prawdziwe czy nie — zalezy przeciez od stanu naszej wie-
dzy; korzystajac z roéznych zalozen, dysponujac na wyjsciu raz

16Na liscie zarzutéw rozpatrywanych przez Lucasa byl to zarzut trzeci.

70 zarzucie tym wspomina Lucas w cytowanym wyzej artykule Minds,
Machines and Goedel.

BPrawde méwigc, jesli okredlenie ,niezdrowy” uznaé w tym przypadku za
determinujace, nie zas modyfikujace, to otrzymamy pleonazm, prositabym jed-
nak Czytelnika o wybaczenie tej jezykowej usterki.
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takim, a innym razem zgola odmiennym zasobem informacji, do-
chodzimy niekiedy do wzajemnie sie wykluczajacych wnioskéw.
Stad konkluzja, ze absolutnie czy tez idealnie niesprzeczny pod-
miot musialby zarazem by¢ podmiotem wszystkowiedzacym. Ale
z drugiego twierdzenia Godla, méwiacego o niedowodliwosci nie-
sprzecznosci arytmetyki w niej samej, oraz z rozwazan Ajdukie-
wicza przedstawionych w artykule Problemat transcendentalne-
go idealizmu w sformutowaniu semantycznym'® wynika, ze idea
wszystkowiedzacego podmiotu jest wewnetrznie sprzeczna, oczy-
wiscie je$li zgodzi¢ sie z postulatem, ze ,wiedzie¢” znaczy tyle,
co ,dysponowaé¢ dowodem” dla tego, co sie wie. Podmiot 6w nie
moze wtedy wiedzie¢ wszystkiego — nie wie bowiem tego, czy jest
niesprzeczny.

Zauwazmy, ze zalozenie niesprzecznosci umystu ma charakter
normy, ktéra nasza racjonalno$¢ sama sobie naktada; norm zas nie
dowodzi sie, a tylko sie je postuluje lub wyznacza. Mozna jednak-
ze pojs¢ nieco dalej i postawié pytanie o prawomocnosé tej nor-
my. Abstrahujac od gddlowsko—lucasowskiego kontekstu naszych
rozwazan, mozemy zapytac¢, co w ogole czyni zasade niesprzecz-
nosci norma regulujacg naszej dzialalnosci teoretycznej, a takze
(w duzym stopniu przynajmniej) praktycznej. Niesprzecznosé, ja-
ko warunek wszelkiej rozumnosci, umozliwia racjonalny dyskurs,
a wiec rozumienie znaczenia zdan, za pomoca ktérych ludzie sie
komunikuja — szacowanie ich prawdziwosci wzglednie fatszywodci.
Jedli naraz przyznaje jednemu i temu samemu zdaniu dwie wyklu-
czajace sie wartosci logiczne, zwyczajnie nie wiem, o czym moéwie,
czyli nie rozumiem znaczenia wypowiadanego przez siebie zdania.

Wracam teraz do wspomnianego wyzej zarzutu Putnama. Otz
jesli niemechanicznos¢ umystu nalezy wykazaé przy zatozeniu jego
niesprzecznoéci, to musimy zna¢ odpowiedz na pytanie, czy jeste-
$my sprzeczni, czy nie; uczciwo$é intelektualna wymaga, abysmy
posiadali dowdd naszej niesprzecznosci (przyjmujemy tu, ze wie-
dza, iz jakie$ zdanie jest prawdziwe, oznacza posiadanie dowodu

19K. Ajdukiewicz, Problemat... [w:] Jezyk i poznanie, Warszawa 1985, t. 1.
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na te jego prawdziwos$é¢). Wiemy jednak tylko tyle, ze pod warun-
kiem, iz jesteSmy niesprzeczni, maszyna przegrywa. Ale zalozenie,
ze jestedmy niesprzeczni, przyjmuje sie bez uzasadnienia. Z tego,
ze wiem, ze [jesli A, to B] wynika, ze jesli wiem, ze A, to wiem,
Ze B (rozdzielno$¢ operatora epistemicznego wzgledem implikacji);
nie wynika natomiast, ze jesli A, to wiem, Ze B. Antymechanicy-
sta zdaje sie by¢ w takiej sytuacji: wie, ze [jesli jest niesprzeczny,
to wygrywal i wie, Ze wygrywa (ale jesli wygrywa, to nie znaczy
jeszcze, ze jest niesprzeczny; moze by¢ sprzeczny, rowniez tego nie
wiedzac; wtedy tez musi wygraé). Nie wie jednak najwazniejsze-
go, mianowicie, czy jest niesprzeczny i nie ma nadziei na to, ze
nawet jesli bylby niesprzeczny, to mégltby tego dowiesé. Argument
Lucasa nie moze by¢ zatem konkluzywny.

Zarzut 4 (oczywiscie nie rozpatrywany przez Lucasal!). Lu-

as?0 jest sprzeczny?!.

Sprawa przedstawia sie w nastepujacy sposéb: mechanicysta
przedstawia Lucasowi maszyne M, o ktorej twierdzi, ze stanowi
adekwatny model zdolnos$ci matematycznych (czy — szerzej —
umystu) Lucasa. Wtedy ten przedstawia mechanicyscie formule
godlowska Gy odpowiadajaca teorii T'(M), w ktérej znajduja sie
zdania arytmetyki, dajace sie¢ udowodnié przez maszyne M. Ma-
my dwie mozliwosci: albo (1) T'(M) jest sprzeczna, albo (2) T'(M)
jest niesprzeczna. Jesli zachodzi (2), G nie daje sie dowies$é przez
maszyne, ale Lucas widzi, ze formuta ta jest prawdziwa. Jesli za-
chodzi (1), maszyna ma dowdd dla kazdego zdania, w tym takze
G 1 takich zdan jak np. 0 + 1 = 0, czego Lucas nie udowodni,
jako ze jest niesprzeczny. W obu przypadkach Lucas rézni sie od
maszyny.

20 A 4cidlej méwiac, proponowany przez oksfordzkiego filozofa model umystu,
majacy istotnie sie rézni¢ od modelu maszyny Turinga.

2'Dowbd sprzecznosci Lucasa mozna znalezé w: Stanistaw Krajewski, Twier-
dzenie Goedla i jego interpretacje filozoficzne, Warszawa 2003, a takze w: tenze,
Philosophical Consequences of Goedel‘s Theorem [w:] Bulletin of the Section
of Logic, 1983; 12.
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Powyzsze stwierdzenie dotyczy wszystkich maszyn. Mozemy
wiec sporzadzié liste My, Ma,. .. (indeksy oznaczaja opisy czy tez
numery porzadkowe maszyn na liscie). Istnieje funkcja rekurencyj-
na ¢ 22, taka ze dla kazdego n:

(*) jesli T(Mmn) jest niesprzeczna, to g¢(n) jest numerem
gbdlowskim zdania godlowskiego, ktére jest prawdziwe i nie da-
je sie dowies¢ w T'(M,,).

Wykazemy, ze zbior warto$ci funkcji g, powiedzmy zbior
A={g(n) :n=1,2,...}, jest sprzeczny. Dochodzimy do tego na-
stepujaco: A = T'(My,), dla pewnego k. Jesli T'(My,) jest niesprzecz-
na, to na mocy (*) g(k) nie daje sie dowie$¢ w T'(My), czyli nie
nalezy do T'(My). Ale g(k) nalezy do A, na mocy definicji, a wiec
tez do T'(Mjy,). OtrzymaliSmy sprzeczno$é.

Poniewaz n oznacza dowolny numer maszyny, wigc mozemy
przyjaé, ze n = k. Zatem takze T'(M,) = T(My) i T(M,,) jest
sprzeczna. Stad tez funkcja g nie moze byé rekurencyjna (reku-
rencyjnosé tej funkcji stanowila warunek niesprzecznosci T'(M,,)).

Pozostaje wiec albo zgodzi¢ sie z uzyskanym rezultatem mo-
wiacym, ze Lucas jest sprzeczny, wobec czego nalezy odrzucié
(*), albo uzna¢ mozliwo$é istnienia nierekurencyjnych sposobéw
dochodzenia do prawdy za jedna z filozoficznych konsekwencji
twierdzenia Gédla i utrzymaé (*). Pozostaje jednak problem, czy
T(M,,) jest sprzeczna czy nie.

4.

Konkluzje z powyzszych rozwazan wydajg sie do$¢ zaskaku-
jace: z jednej strony bowiem intuicyjnie, zdroworozsadkowo zga-
dzamy sie z rozumowaniem Lucasa, bez wzgledu na to, czy nasze
ideologiczne sympatie lokuja sie po stronie antymechanicystéw czy
tez ich przeciwnikéw; z drugiej strony mozna pokazaé, ze rozumo-
wanie to jest matematycznie niepoprawne. Oczywiscie, brak mi

227 alozenie to jest istotne dla przeprowadzenia przez S. Krajewskiego, w cy-
towanych w powyzszym przypisie pracach, dowodu sprzecznosci Lucasa.
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kompetencji, aby dokonaé¢ ,matematycznej apologii” Lucasa. Nie
chce tez zarazem przesadzaé¢ o prawdziwosci owych intuicji, na-
kazujacych z jego rozumowaniem si¢ zgodzié¢; niemniej faktu, ze
takie intuicje tkwig w nas dos$¢ gleboko, nie nalezy lekcewazy¢.
I jesli w jakis sposéb udato mi sie zwrédci¢ uwage Czytelnika na
te rozbieznosé — ktéra mozna z grubsza scharakteryzowaé jako
rozbieznos¢ miedzy intuicyjnym, potocznym, zdroworozsadkowym
a matematycznym rozumieniem i uznawaniem prawdziwosci czy
nawet poprawnosci twierdzen i rozumowan — uwazam, iz cel ni-
niejszego artykutu zostal osiagniety.
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Antynomia Russella i twierdzenie Godla
jako logika absolutnego!

1. List Russella do Fregego z 1902 roku i wystapienie Kurta
Godla na konferencji w Krolewcu w roku 1930 stanowia kamienie
milowe rozwoju dwudziestowiecznej logiki i matematyki. Oba wy-
darzenia taczy szereg podobiefistw. Zarowno Russell jak i Godel
byli bardzo mlodzi (Russell piszac do Fregego byl trzydziestolat-
kiem, Godel mial 24 lata), i obaj dokonali rewolucyjnego zwro-
tu w dziejach matematyki: Russell zakonczyt beztroski okres tzw.
y,haiwnej teorii mnogosci” Cantora, a Godel — réwnie naiwny, jak
sie okazalto, program Hilberta. Antynomia Russella i tzw. pierw-
sze twierdzenie Godla o niezupelnodci arytmetyki maja jednak nie
tylko podobienstwa historyczne. Wspélna im jest pewna struktura
taczaca je z tradycyjnym w filozofii problemem absolutnosci. Te
osobliwa strukture (dzielona takze np. z twierdzeniem Tarskiego
z 1933 o niedefiniowalnosci prawdy) tatwo mozna wydoby¢, stosu-
jac opracowane niedawno przez W. 1. Moisiejewa $rodki formalne.

Najpierw, z pomoca dobrze znanej antynomii Russella, szcze-
gblowo omoéwione zostang cechy tej struktury, ktére nastepnie zi-
lustrowane zostana na przykladzie twierdzenia Godla. Wreszcie
pokazane zostang zwiazki obu twierdzen z logika absolutnego.

!Przygotowanie tej pracy umozliwity mi studia w semestrze wiosennym ro-
ku akademickiego 2002/2003 w Paistwowym Uniwersytecie w Woronezu (Ro-
sja). Nieoceniong pomoc okazal mi prof. Wiaczestaw I. Moisiejew, ktéremu
pragne zlozy¢ ta droga podzigkowania.
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2. Teoria L-sprzecznosci W. 1. Moisiejewa jest jedna z prob
zblizenia dwu linii rozwojowych filozofii: ,formalnej” tradycji Par-
menidesa, osadzonej na zachowaniu prawa tozsamosci, niesprzecz-
nosci i wylaczonego érodka, i ,dialektycznej” linii Heraklita, od-
rzucajacej te zasady. Chodzi o znalezienie kryterium logicznej
demarkacji, ktore pozwoliloby odrézni¢ sprzecznosci ,dialektycz-
ne” (nieusuwalne bez straty dla poznawczych mozliwosci systemu)
od sprzecznosci-pomytek. Teoria ta jest $cisty eksplikacja pewnych
intuicji filozoficznych, podzielanych w kregu tzw. ,rosyjskiej filo-
zofii wszechjednosci”, biorgcej poczatek od Wi. Sotowjowa. O. Pa-
wel Florenski, na poczatku XX wieku, w pracy [8] jako pierwszy
probowal zastosowaé wspotczesng logike dla wyjasnienia tych intu-
icji. Praca ta zostala wspolczesnie podjeta przez W. 1. Moisiejewa
i doprowadzita do skonstruowania formalnych narzedzi, u Zrédet
ktorych leza analogie miedzy logika i topologia, w szczegdlnosci
mozliwo$¢ wprowadzenia w logice pojecia granicy (patrz [5], [6]
i najnowsza praca [7]).

I. Antynomia Russella

3. Dobrze znana filozofom antynomia Russella generowana jest
przez okreslenie wlasnosci tworzacej tzw. zbior Russella, czyli zbior
tych zbioréw, ktére nie sa wlasnymi elementami:

R={x:z ¢ z}. (1)

Jedli zbidr R jest swoim elementem to, biorac pod uwage zadaja-
ca go wlasnosé, nie jest swoim elementem. Jesli natomiast R nie
jest swoim elementem, to wlasnie dlatego jest swoim elementem.
Antynomia Russella przybiera postac:

RER=R¢R. 2)

A zatem, po pewnych przeksztalceniach:

ReRARER. (3)
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4. Istnieje prosty i naturalny sposéb ominiecia tej antynomii,
wykorzystany w aksjomatycznych teoriach mnogosci (aksjomat
wyrézniania). Gdyby dziedzing okreslenia zbioru R byl jaki$ ogra-
niczony zbiér X, obok ktérego moglyby istnie¢ jakies inne zbio-
ry, to sprzeczno$¢ moglaby by¢ usunieta przez przypuszczenie, ze
zbiér R po prostu nie nalezy do X. Zbiér R bylby woéwczas zrela-
tywizowany do pewnej dziedziny, na ktorej okreslona jest zadajaca
go wlasnoéé:

Ry={z:xe XNz ¢z} (4)

Zalozenie, ze R, € X prowadzi do sprzecznosci, wiec mozna
przyjaé, ze R, ¢ X, co usuwa problem. Zbior Russella — pisze Mo-
isiejew — to szczegdlny typ obiektu—rozszerzyciela. Okreslenie go na
zbiorze X prowadzi do budowy obiektu, wychodzgcego za ramy X.
I poki X jest lokalny, mozna wyjsé za jego ramy, a zastosowanie
do niego predykatu tworzgcego zbior R nie prowadzi do sprzeczno-
Sci. Ale gdy tylko jako X zaczyna wystepowad obiekt, za ktdrego
ramy nie sposob juz wyjsé, zbior R staje sie sprzeczny — wycho-
dzi za ramy tego, za czego ramy wyjs¢ jui sie nie da. Oto istota
sprzecznosci Russella ([6], s. 267).

5. Moisiejew nazywa zbiér Russella i podobne obiekty
L-obiektami. Sa to obiekty, ktére:

(i) zakladaja wydzielenie dwu planéw, w ktérych jeden (,,przed-
miotowy”) zawiera si¢ w drugim (,metaplanie”). W przy-
padku antynomii Russella jest to zbiér X i pewien szerszy
zbioér, do ktérego nalezy zaréwno R, i X

(ii) charakteryzuja sie swoistym ,dazeniem” do wyjsécia poza
plan pierwszy i wymagaja (pod grozba sprzecznosci) uznania
je za nalezace do ,metaplanu”;

(iii) jednocze$nie mozna je odtwarzaé¢ dla dowolnej dziedziny,
w tym takze dla zbioru otrzymanego przez rozszerzenie
pierwszego planu.
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Podsumowujac: L-obiekty zadawane sq dwoma wzajemnie wy-
kluczajgcymi sie warunkami: okresleniem siebie poza planem
Lprzedmiotowym” i warunkiem rozszerzenia przedmiotowego planu
na ,metaplan”([6], s. 268).

Jednym z pierwszych L-obiektdw, opisanych w literaturze filo-
zoficznej, jest platonska idea, prowadzaca do tzw. problemu trze-
ciego czlowieka. Platoniski Parmenides jest zreszta w ogble para-
dygmatycznym przyktadem analizy probleméw absolutnego.

6. Wobec tej naturalnej mozliwosci usuniecia (czy raczej —
jak sie okaze —,przesuniecia”) antynomii, predykat tworzacy zbiér
Russella mozna zadaé na dziedzinie uniwersum U, w ktérym moz-
na wydzieli¢ nieskoniczony ciag zbioréw Uy, Uy, Us, ..., takich, ze
U CUi+11U; #U;11,1=0,1,2,.... Jest to procedura analogicz-
na w pewnym sensie z podziatem na typy logiczne, proponowanym
przez Russella. Niech zbiér R! jest zadawany przez wlasnosé
»& nie nalezy do x i x nalezy do Up”:

R'={r:2cUyhz¢a}. (5)

Zbiér taki nie prowadzi do sprzecznosci, wyprowadza jednak poza
Uy do zbioru, do ktérego nalezy zaréwno R' jak i Uy (aby uniknaé¢
sprzecznoéci trzeba zatozyé, ze R! nie nalezy do Up). Niech takim
zbiorem bedzie U;. Dla U; mozna jednak utworzyé nowy zbior
Russella R?, zadawany przez wlasnodé:

RP={z:2cU Ax¢a} (6)

R! spelia predykat zadany przez wlasnosé zbioru R? (poniewaz
R' i Uy naleza do R?), zatem:

R'c R*AR' ¢ R', (7)

(por. z formuty (3)). R! nie moze jednak nalezeé¢ do Uy, poniewaz
prowadziloby to do sprzecznosci. Wobec tego wyprowadza on do
kolejnego zbioru Us, ktéry zawiera R! i Uy, itd.
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Jest jasne, ze procedura ta moze byé powtarzana bez konca.
Dla uniwersum U, zbiér R""! okreéla sie predykatem ,x ¢ xAx €
U, . Tworzy sie nieskonczony szereg narastajacych uniwersow Uy,
Ul, UQ, ceey gdzie Ui - Ui+1 i Ui 7é Ui-i—ly 1 = 0,1,2,... oraz
zbioréw R, R2,..., gdzie R® € R'™! i = 1,2,.... W ogélnym
przypadku formula (7) przybiera postaé:

R" ¢ R"AR" € R, (8)
ktora jest prawdziwa dla dowolnych n =1,2,....

Korzystajac z procedury proponowanej przez Moisiejewa (sfor-
mulowanej w [1] i oméwionej w [5] 1 [6]), mozna budowaé ciagi skla-
dajace sie z formut jezykéw pewnych teorii. Nad formalng teoria
T mozna skonstruowaé — jako jej rozszerzenie — L-sprzeczng teorie
T*, ktora jest definiowana jako zbior ciggdéw z granicami formut
z teorii T w jezyku L(T). Posiadajacy granice ciag formul teorii
T typu {An}l=5° nazywa si¢ teza teorii T™ jesli istnieje pewne
m > 0 takie, ze dla dowolnego n > m formula A, jezyka L(T')
jest teza teorii T'. Teza teorii T™ (czyli ciag formul z granica) na-
zywa sie L-sprzecznoscig jesli jej granica rowna sie A A —A, gdzie
A jest formula jezyka L(T'). W pracy [1] podane sa dowody nie-
sprzeczno$ci i petnosci T%, o ile niesprzeczna i pelna jest teoria
T. Ciag zbudowany na tej zasadzie z formuly (8) przedstawia sie
nastepujaco:

{R" ¢ R" AR" € R"t1}n=t. (9)

Kazdy element tego ciggu sktada sie z koniunkcji dwéch praw-
dziwych sadéw, z ktorych jeden jest ,staba” negacja drugie-
go (tzn. rézni sie od drugiego elementu koniunkeji ,,przesunie-
ciem” indeksu, patrz [6], s. 332) i sam jest zdaniem prawdzi-
wym. Ciag ten ma granice, przy ktorej dochodzi do sprzecznosci:
R>® € R® A R™® ¢ R. Takie granicznie sprzeczne formuly, de-
dukowalne ze specjalnych rozszerzen formalnych teorii, Moisiejew
nazywa L-sprzecznosciami. Logika L-sprzeczno$ci nie jest sprzecz-
na z tradycyjna logika, stanowi tylko jej rozszerzenie i dopelnienie
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o ciaggi formut z granicami, podobnie jak zbiér liczb wymiernych
moze byé¢ poszerzony o liczby niewymierne do zbioru liczb rzeczy-
wistych. Sprzecznoéé¢ zostaje ,zneutralizowana” w formie ciagéw
formut i pojawia si¢ dopiero w ich granicach.

Otrzymanie L-sprzecznosci jest $wiadectwem obecnosci nietry-
wialnych sprzecznosci, majacych ,dialektyczny” charakter. Jak zo-
stanie pokazane w punkcie 9, otrzymanie jej w przypadku zbioru
Russella zwigzane jest z tym, ze struktura antynomii Russella jest
izomorficzna ze struktura wielu filozoficznych antynomii, nie wy-
taczajac Kantowskich.

IT. Twierdzenie Godla

7. Ta sama struktura obecna jest w przypadku twierdze-
nia Godla. Niech teoria T° jest niesprzecznym, rekursywno-—
akjomatyzowalnym rozszerzeniem formalnej arytmetyki liczb na-
turalnych. W tym wypadku — zgodnie z twierdzeniem Godla
o niezupelnosci — dla tej teorii istnieje niedowodliwe prawdziwe
Godlowskie zdanie G, gloszace swoja niedowodliwoéé w T°. Teo-
rie TY mozna rozszerzyé przez dotaczenie do jej aksjomatéw zdania
GY i otrzymang nowa teorie oznaczyé¢ T'. Wéwczas:

¥ GAT! - GO, (10)

Teoria zawierajaca arytmetyke jest jednak zasadniczo niezu-
petna. Gdybysmy bowiem powiekszyli pierwotny zbior aksjomatow
o formule G [w tym przypadku chodzi o G — P.R.], to w systemie
opartym na tej wzbogaconej aksjomatyce mozna by zbudowaé inng
prawdziwg, lecz nierozstrzygalng formute arytmetycznag; konstruk-
cja takiej formuly polegataby po prostu na powtdrzeniu w nowym
systemie procedury zastosowanej w systemie pierwotnym w celu
zbudowania formuly prawdziwej lecz nierozstrzygalnej. Fwentualne
dalsze wzbogacenie systemu wyjSciowego nie zmieni sytuacyi; praw-
dy nierozstrzygalne zawsze bedzie mozna sformutowaé ([4], s. 66).
Teoria T takze jest niesprzecznym rozszerzeniem arytmetyki, wo-
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bec czego istnieje zdanie Godlowskie G takie, ze nie jest ono do-
wodliwe w T!. G' takze mozna dolaczyé do T otrzymujac T2,
notabene niesprzeczne rozszerzenie arytmetyki. Procedure te moz-
na powtarza¢ w ten sam sposo6b, jak mialo to miejsce z ,poszerza-
jacym sie” uniwersum w przypadku zbioru Russella (wyobrazenie
0 rozszerzajacym si¢ uniwersum ma czysto heurystyczny charak-
ter). Dla dowolnych n = 0,1,2,... (10) przybiera ogélna postac:

T"F G AT - Gm. (11)

Postepujac w ten sposéb otrzymuje sie nieskoniczony ciag teo-
rii 79,71, 72,..., gdzie T® C T"T1 i T0 £ T 4 =0,1,2,...,
a teoria TF*1 jest otrzymana z T* przez dodanie do niej zdania
G* jako nowego aksjomatu oraz nieskonczony cigg Godlowskich
formut G°, G, G?,. ... Postepujac analogicznie jak w punkcie 6,
mozna zbudowaé nastepujacy ciag formut:

{T™ ¥ G AT - GMINE. (12)
W swojej granicy ciag ten osiaga sprzeczna formute T ¥ G A
T+ G*, co swiadczy o jego L-sprzecznym charakterze.
Inng, bardziej =zlozona procedure, operujaca pojeciem
n-rekursywnoéci, proponuje dla wyrazenia L-sprzecznego charak-
teru twierdzenia Goédla W. Moisiejew (por. [6] 1 [7]).

8. W twierdzeniu Godla role L-obiektu spelnia zdanie
Godlowskie G. Zdanie to, podobnie jak zbior R,

(i) sklania do oddzielenia dwu planéw: biezacej teorii 7™ w kt6-
rej sie pojawilo i teorii 77!, ktéra powstaje po przylaczeniu
go do aksjomatdow;

(ii) ,wyprowadza” poza posiadang teorie, domagajac si¢ wlacze-
nia w sklad aksjomatéw. Nie ma tego problemu — analogicz-
nie jak w przypadku antynomii Russella — jedli zgodzi¢ sie
na sprzecznosc;

(iii) odtwarza sie dla kazdej takiej teorii (por. punkt 5).
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Analogia z antynomia Russella wymaga jeszcze wskazania na
sprzecznos$é, do ktorej prowadzi ,,naiwne” podejscie do twierdzenia
Godla w matematyce. Historycznie takie ,naiwne” podejscie nie
zaistnialo, ale jest mozliwe do pomyslenia w analogii do antynomii
Russella. Sprzecznos¢ pojawia sie¢ wraz z naturalng sklonnoscia,
aby zdanie G° wywieéé z aksjomatéw teorii T70: w ramach naiw-
nego podejscia zdanie Godlowskie powinno byé wlgczone w sktad
twierdzen teorii ([6], s. 337). Gdyby G° bylo udowodnione w T°, to
teoria T bytaby sprzeczna (poniewaz wowczas — jak pokazal Godel
— datoby sie udowodnié i (-G?), analogicznie jak rzecz ma sic ze
zbiorem Russella w naiwnej teorii mnogosci. Jest to ta sama struk-
tura, ktéra ,wypycha” G, podobnie jak zbiér R, z granic ,pierw-
szego planu” teorii. Ale usuniecie G° sposréd twierdzen 70 dla
ratowania jej niesprzecznosci jest juz Swiadectwem nie-naiwnego
podejécia. A wiec — powiada Moisiejew — zdanie Godlowskie gra
w teorii elementarnej matematyki tg samg role co zbior Russella
w teorit mnogosci ([6], s. 338).

I1I. Logika absolutnego

9. Istnieje niezaprzeczalne podobienstwo — wskazane przez
A. Churcha — miedzy préba usuniecia antynomii Russella w teorii
typéw a stworzeniem hierarchii jezykow przez Tarskiego, ponie-
waz przypuszczalnie nie robi to wiekszej roznicy, czy ma ste hie-
rarchie wyrazen w jednym jezyku czy hierarchie réinych jezykow
([3], s. 661). Podobienstwo to obejmuje takze problemy zwiazane
z twierdzeniem Godla. Wewngtrzna struktura antynomii Russella,
twierdzenia Godla i twierdzenia Tarskiego odtwarza szczegdlng lo-
gike filozoficznych antynomii zwiazanych z pojeciem absolutnego.
Ich ogdélna struktura jest wspélna dla wielu antynomii filozoficz-
nych. W szczegélnosci zbior Russella przy pewnych dodatkowych
umowach w petni wyraza budowe wielu antynomicznych obiektow
nalezgcych do dialektycznej tradycji w filozofii ([6], s. 265). Ta do-
datkowa umowa jest ograniczenie dziedziny rozwazan do uniwer-
sow, w ktérych wystepuja tylko zbiory niezwrotne, czyli te, ktore
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nie sa wlasnymi elementami. Zbiér R staje sie wtedy analogonem
Ltotalnych pojeé¢” takich, jak $wiat, przestrzen, czas, Swiadomosé
itp. W ten sposéb odtworzy¢ mozna strukture pierwszej antynomii
Kanta z Krytyki czystego rozumu, ktéra jest izomorficzna do takiej
wersji antynomii Russella, gdzie odpowiednikiem ,x € R” jest ,x
jest ograniczone”. Podobnie mozna odnie$¢ si¢ np. do stawnego
paradoksu kamienia, problemu zta i dobroci Boga itd.

Omawiana struktura odtwarza sie takze w przypadku wtasci-
wego problemu logiki absolutnego, ktory bierze sie z samego okre-
slenia. Absolutu jako — z jednej strony — wolnego od tego, co in-
ne, z drugiej za$ strony — jako pelni wszelkiego bytu, wtaczajac
takze to, co inne. Paradoks absolutnego moze byé sformutowany
na wiele réznych sposobow, ale w kaZdym z nich odtwarza sie ko-
niecznosé jednoczesnej podwajnej relacji absolutnego do wzglednego
(warunkowego) bytu — relacji zawierania i utozsamienia absolut-
nego z tym, co wzgledne, oraz relacji ich wykluczania ([5], s. 2).
Po oddzieleniu Absolutu (rozumianego jako zrédlo bytu) od bytu,
ktory jest jego ontologiczng projekcja, pojawia sie problem warun-
kow, w ktérych ta projekcja zostata uzyskana. One jednak takze
maja swe zréodlo w Absolucie (ktéry jest przeciez pelnia bytu).
To z kolei generuje problem warunkéw powstania tych warunkéw
itd. To, co bylo brane za bezwarunkowe na jednym etapie, okazuje
sie wzgledne w perspektywie ,rozszerzonego” uniwersum. Odtwa-
rza sie struktura znana z antynomii Russella i twierdzenia Gddla.
Przedstawiona tu metoda pracy z podobnymi problemami moze
by¢ wykorzystana do modelowania filozoficznych koncepcji Abso-
lutu, co zostato uczynione np. w przypadku rozbudowanej koncep-
cji Solowjowa i jego kontynuatoréw (w [6]).
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Pawel Polak

Podmiot a system aksjomatyczny

Wstep

0. Twierdzenie Godla ukazuje ograniczenie systeméw formal-
nych (aksjomatycznych), ktére mozna wyrazi¢ stowami: nie mo-
zemy w sposOb formalny ujaé wszystkich prawd o liczbach natu-
ralnych. Rozwazania wokot twierdzenia Godla prowadza do pytan
o nature i ograniczenia systeméw aksjomatycznych. Wydaje sie, ze
dociekania te mogg i$¢ dwiema drogami: albo poprzez analize sa-
mego formalizmu (jak to uczynil Gédel), albo poprzez postawienie
pytan o warunki mozliwo$ci istnienia systemow formalnych.

W celu uzupelnienia prezentowanych w tym zbiorze artykutéw
pragne zaproponowaé probe refleksji nad systemami formalnymi,
podazajaca druga z mozliwych drég. Nalezy poczyni¢ zastrzezenie,
ze niniejsze opracowanie ma jedynie charakter wprowadzenia do
dyskusji nad wplywem podmiotu na nature systeméw formalnych.

0.1. Nowa perspektywe rozumienia, czym sg systemy aksjoma-
tyczne otwiera postawienie pytania, jaki musi byé podmiot, ktory
jest w stanie je zdefiniowaé. Odpowiedzi na pytanie odkrywaja
ukryte zaltozenia systemu aksjomatycznego. Zwykle analiza syste-
mow formalnych polega na analizie ich struktury. Metoda ta nie
jest jedyna. Mozna réwniez pyta¢ o warunki mozliwosci istnienia
systemu aksjomatycznego. Nie jest to ani pytanie matematyczne
(ani logiczne), ani metamatematyczne (ani metalogiczne). Jest to
pytanie filozoficzne.

0.2. Aby rozwazania uproscié¢, ograniczmy sie do pewnego, bar-
dzo prostego sytemu aksjomatycznego. Nadajmy mu nazwe F.
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0.3. Oto F:

obiekty: a b

aksjomat: a

reguta inferencyjna: X — Xb

0.4. Objasnienie do 0.3.

System F sktada sie z obiektéw a oraz b. Wyrdzniony zostal
obiekt a. Obiekt a jest wyrazeniem sensownym. Méwimy wiec, ze
a jest aksjomatem systemu F. X jest nazwg metazmiennej. W sys-
temie istnieje jedna reguta inferencyjna. Reguta ta opisuje dozwo-
lone przeksztalcenia wyrazen. Nowe wyrazenie otrzymujemy przez
dotaczenie obiektu b z prawej strony pewnego wyrazenia.

0.5. Uzyteczne definicje

Wyrazenie oznaczone jako A nazywamy twierdzeniem F, jezeli
jest tozsame z a lub da sie wyprowadzi¢ z aksjomatu przy pomocy
stosowania reguty inferecyjnej. Zapisujemy to: F' - A.

Oznaczmy przez Cn(F) zbiér wszystkich konsekwencji syste-
mu F, czyli wszystkich wyrazen, ktére mozemy wyprowadzié z sys-
temu. W naszym przypadku Cn(F') jest nieskonczonym zbiorem
napisow:

a

ab

abb

abbb

abbbb

itd.

Implikacje pytania

1. Wobec takiego postawienia zagadnienia pierwotne pytanie
przybiera postaé: jakie sqg niezbywalne cechy podmiotu moggce-
go zdefiniowaé system aksjomatyczny F? Jest to préba podania
zatozen koniecznych do zdefiniowania F. Z pewnoscia nie beda
to wszystkie zalozenia, prosze wiec o krytyczne uwagi, pomysty
i wnioski.
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1.1. Podmiot definiuje system aksjomatyczny. Zdanie to rozu-
miem w nastepujacy sposob: system aksjomatyczny jest pewna
konstrukcja podmiotu. Uscisleniem tego, co rozumiem pod poje-
ciem definiowad, zajme sie w dalszej czesci.

Teza: system aksjomatyczny jest sposobem poznawczego do-
stepu podmiotu do zewnetrznego $wiata. Uzasadnienie tej tezy,
jest jednym z gtéwnych problemoéw filozofii nauki i epistemologii.

1.1. Pytanie postawione w 1. zaklada pewne podstawowe ce-
chy podmiotu i systemu aksjomatycznego. Zalozenie podstawowe:
zrédlem systemu jest podmiot, to on go definiuje!.

1.2. Podmiotowi mozna przypisa¢ pewne cechy.

1.3. Podmiot istnieje (przynajmniej w tym sensie, ze moze
stworzy¢ system formalny). Jezeli podmiot nie istniatby w zadnym
sensie, to nie mozna by méwié¢ o jakims podmiocie definiujgcym.
Woéwezas system aksjomatyczny istnialby z nicosci albo sam z sie-
bie. Nie wymagalby wiec definiowania (czyli jakiejs formy stwa-
rzania). Mozna byloby go co najwyzej zdefiniowaé w znaczeniu:
dokonaé opisu. Taki system aksjomatyczny byltby najbardziej pod-

"'Wykluczamy wicc tutaj platonsks interpretacje matematyki przyjmujaca,
ze struktury matematyczne istnieja obiektywnie, niezaleznie od jakiegokolwiek
poznajacego podmiotu. Wydaje sie, ze w postawionym pytaniu chodzi bardziej
o opisanie aktywnego podmiotu, ktérego dzietem jest system formalny. Ow-
szem, mozna by sie zastanawia¢ nad cechami podmiotu koniecznego do zde-
finiowania (tj. opisania) systemu F przy zalozeniu koncepcji platoniskiej, ale
rozwazania te musialyby p6j$¢ zupelnie odmienng droga, dlatego pomijam je
W niniejszej pracy.

Pozostaje jeszcze pytanie, jaka koncepcja ontologiczna wydaje sie by¢ naj-
blizsza prezentowanemu podejsciu. Na obecnym etapie rozwazan wydaje sig, ze
najbardziej interesujaca jest popperowska koncepcja swiata 3. Usiluje ona wy-
ttumaczyé, jak mozna potaczyé aktywng role podmiotu przy tworzeniu syste-
mu aksjomatycznego z pozniejszym samodzielnym istnieniem jego. Zob. K. R.
Popper, ,,Swiat 3 albo trzeci $wiat” [w:] Nieustanne poszukiwania. Autobiogra-
fia intelektualna, ttum. A. Chmielewski, Znak, Krakéw 1997, ss. 252-260; K. R.
Popper, ,Epistemologia bez podmiotu poznajacego” [w:] Wiedza obiektywna.
Ewolucyjna teoria epistemologiczna, ttum. A. Chmielewski, PWN, Warszawa
1992 (zwtaszcza par. 6 ,,Ocena i krytyka epistemologii Brouwera”).
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stawowy w porzadku ontologicznym — jak juz wspomnieliSmy, te
sytuacje wykluczamy.

Zagadnienia ontologiczne

2. Czy moze istnieé system F bez RZECZYWISTOSCI (= te-
go co istnieje)? Czesciowa odpowiedZ znajduje sie juz w 1.3., ale
nie wyczerpuje to catkowicie problemu. Aby zostal zdefiniowany
system F musi istnie¢:

a) podmiot, czyli to, co tworzy system, tj. ustala jezyk, aksjo-
maty i reguty inferencji,

b) podmiot, czyli to, co moze rozpoznaé to, co zostalo zdefi-
niowane jako system,

¢) podmiot, czyli to, co moze dokonywaé przeksztalcen,

d) jezyk J, czyli pewna struktura, w ktérej definiujemy F.

2.1. Podmiot zostal scharakteryzowany w czterech okresle-
niach. Uwazam, ze nie jest konieczne, aby podmioty z punktu
a) oraz b) byly tozsame. Aby mozliwe bylo zdefiniowanie syste-
mu F przez dwa rézne podmioty a) i b) musi istnie¢ miedzy nimi
pewna wymiana informacji. Jak inaczej zapewnié¢ tozsamo$é¢ de-
finiowanego systemu F? Wymiana informacji zaktada za$ pewien
jezyk (pewna konwencje dotyczaca oznaczania).

Wydaje sie rowniez, ze kazdy z podmiotéw (lub jeden podmiot
o dwoch wlasnosciach a)-b)) musi mie¢ mozliwosé dokonywania
przeksztalcen (tj. poslugiwania sie jezykiem — wlasnosé d)). Ina-
czej bowiem niemozliwe bedzie zdefiniowanie systemu F.

2.2. Trzeba zanalizowaé system F, aby uscisli¢ znaczenie okre-
slen podmiotu (lub trzech podmiotéw jednoatrybutowych). Pod-
miot musi byé wyposazony w jezyk, aby méc wykonaé a) — c).
Operacje te sa operacjami jezykowymsi. Musi zatem istnie¢ réw-
niez pewien jezyk. Jezyk jest konieczny do dzialania podmiotu.
Podmiot, o ktéry pytamy, musi byé wiec podmiotem jezykowym.

2.3. Definiowanie rozumiem jako ustalenie symboli pierwot-
nych, aksjomatow i regut inferencji w pewnym jezyku tak, ze moz-
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T

liwe jest rozpoznanie go jako systemu formalnego. Przyjmujemy
wiec punkt widzenia podmiotu.

2.3.1. Jak juz zostalo powiedziane, aby dokonaé¢ definiowania
trzeba moc dokonywaé przeksztalcen w jezyku (uzywaé jezyka)
i méc rozpoznaé to, co zostato zdefiniowane jako system aksjoma-
tyczny (a nie bezsensowne napisy).

2.4. Jezyk jest uprzedni wobec wszelkich systeméw aksjoma-
tycznych. Taki jezyk nalezy wiec do Swiata zewnetrznego wobec
definiowanego systemu aksjomatycznego. Kazda préba opisu jezy-
ka podmiotu przez system aksjomatyczny jest proba taks sama,
jak préba opisu systemem aksjomatycznym dowolnego fragmen-
tu RZECZYWISTOSCI — nalezy do nauk empirycznych. O tej
odpowiednio$ci powiemy jeszcze w punkcie 4.

2.5. Przyktad:

System F mozna zapisaé w postaci programu komputerowego. Jezyk zapisu
sktada sie wéwczas z dwu symboli: 0 i 1. Operacje (reguty inferencji) kodujemy
przy pomocy tego samego alfabetu (zerojedynkowe kody operacji). S3 one ope-
racjami jezykowymi, bo operuja na ciggach symboli 0 i 1. Ich zapis jest réwniez
jezykowy. Wyniki (zbiér konsekwencji Cn(F')) sa zbiorem ciaggdw znakéw 0 i 1. Nie
mozna rozrézni¢ bez dodatkowej informacji co jest zapisem obiektéw, co reguta
dziatania, co wynikiem. Musi istnie¢ pozajezykowa? reguta przypisania kodom ope-
racji konkretnych operacji, zmieniajacych stan catego systemu (np. modyfikacja
pojedynczego znaku z 0 na 1). Operacje maja kody jezykowe, operuja na jezyku,
ale maja przyczyne pozajezykowa.

Przyktad ten jest uzytecznym modelem do wskazania pewnych
koniecznych cech podmiotu konstruujacego system formalny.

2.6. Podstawsg konieczng do definiowania systemu formalnego
sg pojecia obiektéw. Podmiot musi posiada¢ mozliwosé wyodreb-
niania z RZECZYWISTOSCI pewnych czesci — obiektéw. Ina-
czej, jezeli swiat jest dany dla przedmiotu jako niepodzielne, izo-
tropowe Jedno, nie jest mozliwe ani okredlanie ani wyrdéznianie.
Wéwezas nie jest wiec mozliwe definiowanie. Swiat rozpoznawa-

20czywiscie tylko w stosunku do omawianego jezyka stuzacego do zapisy-
wania obiektow, operacji i ich wynikéw.
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ny przez podmiot musi wiec byé¢ dyskretyzowalny tj. mozliwe jest
wyodrebnianie w nim czesci®.

2.6.1. Teza: RZECZYWISTOSC poznawalna przez podmiot za
pomocy systeméw aksjomatycznych musi byé dyskretyzowalna.

Poniewaz na drodze formalnej co$ poznajemy, mozna uznaé, ze
jest to cecha naszej RZECZYWISTOSCI. Z koniecznosci zajmuje-
my sie wiec tylko taka RZECZYWISTOSCIA. Uwaga ta nalezy do
filozofii przyrody i epistemologii, bo méwi zaréwno o poznawalnym
Swiecie dyskretyzowalnym, jak i o podmiocie.

2.6.2. Modelem czegos istniejacego jest pojecie elementu. Mo-
delem rzeczywistosci jest wiec pojecie zbioru wszystkich elemen-
tow. Rzeczywistosé bez ani jednego czegos istniejacego jest zbio-
rem pustym. To wszystko jest modelem RZECZYWISTOSCI
z ktorej wyodrebniamy poznawczo czesci (zob. 2.6.1.). Pojecia ele-
mentu, zbioru i nalezenia do zbioru sg dalej nieuzasadnialne. Sa
one jedynie modelami (nazwami) czegos, co pochodzi spoza jezyka,
w ktorym je teraz opisuje.

2.6.3. Spieranie sie o to, czy zbiory istnieja tak samo jak ele-
menty, czy inaczej jest tutaj bezsensowne. Zagadnienie, jaka na-
prawde jest rzeczywisto$¢ (dyskretyzowalne Jedno czy wielosé ist-
niejacych) jest domeng metafizyki i pomijam je tutaj. Konieczne
natomiast jest zalozenie, ze podmiot poznawczo wyrdznia czesci
i przypisuje im tozsamos¢.

2.7. Doszlidmy wiec do zasady tozsamosci. Podmiot musi umieé¢
rozpoznawaé tozsamos¢:

a= a

oraz brak tozsamosci:

a #b.

2.7.1. Jest to bardzo zlozone zagadnienie, jak bowiem podmiot
rozpoznaje tozsamo$¢ symbolu a w jezyku mentalnym, «a» zapi-
sanego w tym tekscie, «a» lub «a» zapisanego inna czcionka, «ay
zapisanego pismem odrecznym? Zreszta réznia sig¢ one potozeniem

3Pojecie dyskretyzowalnosci nie jest najtrafniejsze, ale brak lepszej nazwy
w jezyku polskim.
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przestrzennym, doktadnym ksztaltem, itp. Uznanie tej tozsamosci
jest konieczne dla podmiotu scharakteryzowanego w punkcie 2. a)
—c)t.

2.7.2. Podmiot musi abstrahowaé od pewnych aspektéw znaku,
a pewnym przypisywac doniostosé znaczeniowg. Nie jest to zagad-
nienie jednoznaczne, wezmy dla przyktadu napisy: ,kot” i ,KOT”.
Jezeli uznamy, ze oznaczaja to samo — czworonozne zwierze do-
mowe okreslane jako kot, to okazuje sie wéwczas, ze zachodza toz-
samosci typu: «k» = «K». W innej sytuacji rozroznienie «k» i «K»
moze mie¢ donioste znaczenie, np. w systemie Unix nazwy ,kot”
i ,KOT” beda wskazywaé¢ w przypadku ogdélnym dwa zupelnie
rézne pliki, wéwcezas «k» # «K».

2.7.3. Podmiot musi wigec przyjaé, ktére aspekty sa istotne,
a ktére nie. Okreslenie tych kryteriow jest konieczne, aby postu-
giwaé si¢ symbolami. Podmiot musi zatem posiadaé¢ lub okreslaé
samemu requty interpretacji tozsamosci. Reguly te moga by¢ okre-
slone tylko przez podmiot. Czy jest to tylko czysta konwencja in-
terpretacji?

2.7.4. Problem ten jest bardzo gleboki. Podmiot musi réwniez
zinterpretowaé tozsamosé systemu F, zapisanego w réznych jezy-
kach. Wydaje sig, ze w tym przypadku podmiot moze uczynié to
albo przez zastosowanie regul przektadu, albo (ogdélniej) przez zba-
danie konsekwencji. Jezeli zbiory konsekwencji dwoch systeméw
aksjomatycznych okaza sie wedlug pewnego kryterium izomorficz-
ne, to podmiot moze uznac ich tozsamosé, w przeciwnym wypadku

— brak tozsamogci®.

Wiaze si¢ z tym bardzo interesujace zagadnienie rozpoznawania obrazéw.
Rzuca ono duzo $wiatta na mechanizmy dziatania i konieczne cechy podmiotu.

5Ta metoda jest jednak nieefektywna w przypadku systeméw aksjomatycz-
nych posiadajacych nieskoniczong liczbe konsekwencji, np. dla arytmetyki liczb
naturalnych lub dla podanego przyktadu systemu formalnego F. Podmiot nie
moze bowiem poréwnaé nieskorniczenie wielu konsekwencji. Intrygujacy jest
fakt, ze podmiot mimo, iz nie moze operowaé nieskoriczonymi (w dowolnym
sensie) zbiorami konsekwencji, to moze dzigki uzyciu metod formalnych wy-
ciagga¢ wnioski dotyczace ich.



Podmiot a system aksjomatyczny 115

1l

Jezyk

3. Jezyk jest tworzywem i uniwersum systemu F. System for-
malny jest tworem jezykowym. Musimy posiadaé jezyk z ktérego
stworzymy (zdefiniujemy) F (oznaczmy go J1). W jezyku tym wy-
razamy aksjomaty i reguly inferencyjne®. W tym sensie jezyk J1
jest tworzywem dla systemu F. Z drugiej strony, zbiér konsekwen-
¢ji operuje na jezyku J2, ktéry nie musi by¢ tozsamy z J1. Mozna
zatem powiedzieé, ze jezyk J2 stanowi uniwersum dla F.

3.1. Jezyk musi skladaé si¢ ze symboli. Symbole te nazywali-
$my juz wczedniej znakami. Rozumiemy je jako elementarne czast-
ki sktadowe jezyka”. Mozna je wyrdznié w jezyku pisanym (litery),
moéwionym (gloski). Czynie zalozenie, ze kazdy jezyk musi charak-
teryzowad sie ta wlasciwoscig. Zbior wszystkich symboli elemen-
tarnych to alfabet. Taki jezyk nazywamy sformalizowanym. Dodat-
kowo, jedli przyjmiemy zalozenie, ze obiekty tego jezyka pozbawio-
ne sa znaczen (odniesien pozajezykowych), to bedzie on jezykiem
formalnym?.

3.1.1. Twierdzenie Goédla wymaga m.in. tego, aby system ak-
sjomatyczny byl normalny (rozsadny, ang. reasonable), czyli ta-
ki, ktorego alfabet sktada sie ze skonczonej liczby symboli. Sys-
tem F jest normalny (reasonable). Ograniczamy nasze rozwazania
do jezykéw normalnych?. 3.2. Jezyk musi skladaé sie z napiséw,

5To wladnie obecnoéé regutl inferencyjnych w systemie formalnym nie po-
zwala utozsamié go z jezykiem. Reguly inferencyjne sa to strukturalne reguty
wnioskowania dedukcyjnego pozwalajace uznawaé zdania o okreslonej struktu-
rze na podstawie juz uznanych zdan (por. M. Poletyto, ,Reguly dedukcyjne”
w: Mala encyklopedia logiki, Zaktad Narodowy im. Ossolinskich — Wydawnic-
two, Wroctaw 1998). Nie sa one elementem jezyka.

THiblert uwazal, ze istnieje nauka bardziej podstawowa od matematyki.
Podal nawet aksjomat inteligencji tej nauki: umyst czltowieka potrafi tworzy¢
znaki a nastepnie je identyfikowaé.

8Zob. W. Marciszewski, ,Jezyk” oraz ,Jezyk sformalizowany” [w:] Mala
encyklopedia logiki, dz. cyt.

Interesujacy argument na rzecz tego stanowiska podat Alan Turing. Moz-
na go przedstawié¢ nastepujaco: ze wzgledu na ograniczonosé ludzkiej natury,
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jesli ma byé bogatszy od alfabetu. Alfabet mozna rozumieé ja-
ko zbiér réznych napiséw nierozkladalnych na mocy konwencji).
Napis traktujemy jako zlozenie symboli. Mozna przyjmowaé albo
symbole albo napisy'? jako podstawowe dla istnienia jezyka. Jest
to nieistotne z naszego punktu widzenia. Przyjmujemy, ze symbole
sg podstawowe, bo ta konwencja jest prostsza w uzyciu.

3.3. Podmiot musi dokonywaé operacji na znakach, w szczegdl-
nosci konieczne jest dokonywanie konkatenacji (laczenia). W przy-
padku jezyka systemu F mozliwa jest konkatenacja Xb, gdzie
w miejsce X mozemy wstawi¢ a lub b lub inny dowolny napis
jezykall. Zauwazmy, ze regula inferencyjna systemu F jest w tym
przypadku po prostu reguta konkatenacji.

3.4. Podmiot musi operowaé metajezykiem jezyka pierwszego
rzedu J1. Jest on potrzebny, aby opisa¢ znaczenia obiektéw, aby
uczyni¢ je przenoszalnymi (przekladalnymi) miedzy réznymi re-
prezentacjami jezykowymi. W punkcie 0.3., ktory jest definicja
systemu F, do metajezyka nalezg napisy: ,,Oto F:”, obiekty”, ,ak-
sjomat”, ,regula inferencyjna”. Punkt 0.4. (objasnienie) zawiera
zdania metajezyka. W metajezyku podaje sie znaczenia elementéw
definicji systemu formalnego.

3.4.1. Teza: Metajezyk jest konieczny, aby podmiot mogl rozpo-
znaé napisy z punktu 0.3. jako system aksjomatyczny F.

ilo$é symboli powinna byé skoriczona, poniewaz w przeciwnym wypadku mie-
liby$my problemy z rozréznieniem symboli, ktérych zapis musiatby si¢ réznié
nieskonczenie mato. Nie wchodzac w szczegbly zilustrujmy to nastepujacym
przyktadem: tatwo rozréznimy 17 od 999999999, natomiast bedziemy mieé juz
ktopoty z odrdznieniem liczb 999999999999 i 99999999999. Por. A. Turing,
,On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem”
[w:] M. Davis, The Undecidable, Raven Press, New York 1965, ss. 135-136.

10Wéwezas symbole sg sztucznie wydzielonymi powtarzajacymi sie czesciami
napiséw.

" Regute konkatenacji mozna zdefiniowaé réwniez inaczej, np. XY, gdzie X
i Y sa dowolnymi napisami jezyka.
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3.5. Podmiot musi okreéli¢, jakie operacje na jezyku sa niedo-
zwolone, tzn. ktére operacje daja zawsze wyniki bezsensowne!?.
4. Podmiot rozpoznaje wlasnoéci systemu aksjomatycznego.

Jest to dziedzina matematyki'3.
Relacje

5. Podmiot musi rozpoznawaé (okresla¢) relacje. Inaczej nie
jest mozliwy zaden jezyk. Nie jest mozliwe nawet zrozumienie tego
zdania.

5.1. Podmiot musi posiada¢ mozliwos¢ okreslania relacji po-
miedzy elementami RZECZYWISTOSCI (przynajmniej poten-
cjalnie). Inaczej RZECZYWISTOSC bedzie stanowila dla niego
Jedno tozsame z nim samym (czego jednak nie bedzie mégt zadna
miarg ustali¢).

5.2. Relacje sa konieczne do okreslenia struktury. Relacje je-
zykowe odpowiadaja relacjom strukturalnym systemu F. Relacje
systemu F sa jezykowe.

Zasada podstawienia

6. Podmiot musi posiadaé regule podstawiania. Inaczej nie
bedzie mozna ,rozwina¢” systemu F (podaé¢ zbiér konsekwencji
Cn(F)). Bez reguly podstawiania system bedzie mogl sktadaé sie
tylko z aksjomatéw wymienionych explicite. Takie systemy sa try-
wialne i nie bedziemy sie nimi zajmowac.

6.1. Aby mozliwe bylto podstawianie musi istnie¢ pewna zmien-
na (w przypadku systemu F jest to metazmienna X). Dzicki

12 Analiza tych ograniczei to obszerne zagadnienie, dlatego tylko wspomi-
nam o tym.

3Matematyke rozumiem tutaj jako nauke o przeksztalceniach struktur.

MWarto zauwazy¢, ze paradoksy biora sie wlasnie z uzycia zmiennych, a do-
ktadnie z pewnych podstawien, gdy za zmienna podstawiamy ja sama (w
pewnej formie). Unikanie paradokséw polega na wyeliminowaniu takich pod-
stawien przez przyjecie odpowiedniej struktury jezyka i metajezyka. Takiego
zabiegu dokonal Tarski podajac swoja definicje prawdziwosci zdan, ktéra po-
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zmiennym jest mozliwy ,skrotowy” zapis systeméw aksjomatycz-
nych, w przeciwnym razie zbiér konsekwencji Cn(F') bytby zawsze
tozsamy ze zbiorem aksjomatow.

6.1.1. Zwréémy uwage na przykilad 2.5. W przypadku pro-
gramu komputerowego musi réwniez istnie¢ przynajmniej jedna
zmienna. Dla najprostszych procesoréw reprezentowana jest ona
akumulatorem (bardziej skomplikowane procesory maja wiecej re-
jestréw). Bez tego niemozliwe jest dzialanie jakiegokolwiek kom-

putera15.

6.2. System formalny F jest zapisany w skoniczonej liczbie zna-
k6w (w przykltadzie z punktu 0.3. jest to 40 znakéw bez znakéw
oddzielajacych, ktére mozna pominaé). Dzigki regule podstawiania
ze skonczonego ciagu znakéw (systemu F) otrzymujemy nieskon-
czona, przeliczalna liczbe napiséw (patrz 0.5.).

6.3. Podmiot musi mie¢ mozliwo$¢ dokonywania podstawien.
Zakltada to pewne dziatanie. Musi on réwniez umie¢ zinterpretowaé
napisy ze zmiennymi po dokonaniu podstawienia. Podmiot musi
tez umie¢ porownywac ciggi. Tylko wtedy bedzie mogt rozpoznaé
system F jako system aksjomatyczny, co jest konieczne do pelnego
zdefiniowania (patrz 2.3.).

6.3.1. Dokonywanie podstawien zaktada algorytmicznos¢ dzia-
tania

6.4. Podmiot musi posiada¢ mozliwos¢é opisania relacji mie-
dzy zbiorami wyrazen — mozliwos¢ zdefiniowania regut inferen-
cyjnych.

zwolita uniknaé paradoksu ktamcy (A. Tarski, Pojecie prawdy w jezykach na-
uk dedukcyjnych, 1933, por. ,Definicja prawdy” [w:] S. Blackburn, Oksfordzki
stownik filozoficzny, Ksiazka i Wiedza, Warszawa 1997, s. 78).

15Maszyna Turinga, bedaca matematycznym modelem kazdego komputera,
posiada pamieé¢ aktualnego stanu, ktéra pelni role zmiennej.

6Mozna jednakze zajaé sie systemami zapisanymi w nieskonczonej, przeli-
czalnej liczbie znakéw branych ze skoniczonego, przeliczalnego alfabetu, jednak
wydaje sie, ze nie moga by¢ one definiowane przez podmiot. Por. przypis nr 6.
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6.4.1. Interesuja nas regulty strukturalne, czyli takie, ktére ma-
ja wspolny schemat. Dzigki temu mozliwa jest ,skompresowana”
postac¢ sytemu F.

6.4.2. Reguly inferencyjne muszg by¢ efektywne, tzn. majac za-
dane przestanki, mozna powiedzie¢ jaki jest wniosek. Dzieki temu
regula inferencyjna jest stosowalna.

Zakonczenie

7. W tym punkcie koncze charakteryzowanie podmiotu, ktory
jest w stanie podaé definicje systemu aksjomatycznego F. Zapra-
szam do dyskusji nad poczynionymi tu propozycjami podkreslajac
jednoczeénie programowy charakter niniejszego artykutu.
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O dwobch aksjomatach teorii zbioréw
w kontekscie sporu o hipoteze continuum

Uwagi wstepne

Trwajacy od przeszlo wieku spér o hipoteze continuum, w kto-
rym kluczowa role odegrali Georg Cantor, Kurt Godel i Paul Co-
hen, dotyka fundamentalnych zagadnien teorii mnogosci. Jednym
z nich jest pytanie o status i prawomocno$¢ niektérych jej ak-
sjomatéw. Sposrdd aksjomatdéw teorii mnogosci tworzacych tzw.
system ZFC! szczegdlnie kontrowersyjny okazat sie aksjomat wy-
boru: jego przyjecie jest wprawdzie konieczne dla udowodnienia
wielu twierdzen matematycznych, jednak z uwagi na swoj specy-
ficzny? charakter zostal on odrzucony przez wielu matematykéw,
ktérzy podjeli proby jego ,ostabienia” lub zastapienia innymi ak-
sjomatami. W niniejszej pracy chcemy zwrdcié¢ szczegdlna uwage
na jedna z wysunietych propozycji — mianowicie na aksjomat de-
terminacji, ilustrujacy ciekawe zwiazki miedzy teoria gier a teoria
mnogosci.

Hipoteza continuum a aksjomat wyboru

Wprowadzenie aksjomatu wyboru do systemu aksjomatow teo-
rii mnogoéci bytlo $cidle zwiazane z prébami udowodnienia hipotezy

10d nazwisk jego twércéw: Zermelo i Fraenkla; C oznacza dodany aksjomat
wyboru (aziom of choice).

2 Antycypujac dalsze rozwazania, wyjasnijmy, iz ows, ,specyfika” aksjomatu
wyboru jest jego niekonstruktywnosé — pozostale aksjomaty teorii zbioréw sa
konstruktywne.
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continuum postawionej przez Cantora. Analiza aksjomatu wyboru
moze by¢ zatem w pelni klarowna tylko wtedy, jesli przeprowadzi
sie ja w kontekscie sporu o hipoteze continuum.

Otéz, jak wykazala wspomniana analiza, najmniejsza poza-
skoficzong liczba kardynalna? jest liczba kardynalna zbioru liczb
naturalnych (oznaczana jako N, czyli alef zero?). Ponadto, dla
kazdego zbioru istnieje zawsze zbiér od niego liczniejszy, ktorym
jest zbior wszystkich jego podzbioréw, zwany zbiorem potegowym.
Liczba kardynalna odpowiadajaca continuum wynosi ¢ = 280, jest
zatem réwna liczbie 2 podniesionej do potegi bedacej licznoscia
nieskoficzonego zbioru liczb naturalnych®. Pytanie, ktére zadal
Cantor, brzmi: czy istnieje inna pozaskonczona liczba kardynalna
—inny alef — ktéry lezy miedzy alef zero i pozaskonczong liczba kar-
dynalng odpowiadajacg continuum? Odpowiedz negatywna na
to pytanie jest wlasnie hipoteza continuum®. Problem do-
strzezony przez Cantora mozna, jak widzimy, wypowiedzie¢ w pro-

3Liczba kardynalna, moc zbioru i liczno$é sg terminami réwnoznacznymi;
dwa zbiory X i Y posiadaja te sama liczbe kardynalna, gdy sa réwnoliczne,
tj. gdy istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru X na zbiér Y.
Liczba kardynalna zbioru pustego jest 0, liczba kardynalng zbioru skonczo-
nego jest ilo$¢ elementéw tego zbioru, czyli dana liczba naturalna — por. np.
Kuratowski 1966.

4 Alef (R) jest pierwsza litera alfabetu hebrajskiego. Indeksowanymi alefami
Cantor oznaczal kolejne pozaskoniczone liczby kardynalne (ta konwencja jest
obecnie powszechnie przyjeta). O mistycznych korzeniach badan nad nieskon-
czonoscia, zglebianiu tajemnic Kabaty jako inspiracji tych badan, magicznej
aurze, jaka otoczona jest w tradycji hebrajskiej litera N bardzo interesujaco
pisze Aczel (Aczel 2002).

SW identyczny sposéb mozemy tworzyé coraz liczniejsze zbiory, np. aby
skonstruowac zbiér potegowy liczb rzeczywistych, bierzemy pod uwage wszyst-
kie jego podzbiory — w rezultacie otrzymujemy zbiér d, ktérego licznos¢ wynosi
2¢ te procedure mozna iterowaé i w efekcie dochodzimy do coraz wigkszych
liczb kardynalnych. Liczby te ciagna sie w nieskonczonosé, nie istnieje wiec
najwieksza liczba kardynalna (dla kazdej liczby kardynalnej mozemy utworzy¢
liczbe kardynalna od niej wyzsza, bedaca jej zbiorem potegowym).

SHipoteza continuum méwi zatem, ze moc zbioru typu continuum wynosi
alef jeden, czyli jest najmniejsza liczba kardynalna wieksza od mocy zbioru
liczb naturalnych.
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stym jezyku tak, iz na pierwszy rzut oka nic nie wskazuje na to, ze
siega on samych podstaw matematyki i dotyka fundamentalnych
zagadnien filozoficznych.

Jedli hipoteza continuum bylaby zdaniem prawdziwym, to
¢ mozna by oznaczy¢ jako Np, a wiec jako pozaskonczong licz-
be kardynalng wystepujaca bezposrednio po alef zero, ktéry jest
najnizszym rzedem nieskonczonosci. Hipoteze continuum wyraza
zatem réwnosé: 280 = Ry, zag — po uogdlnieniu dokonanym przez
Hausdorffa — réwnogé: 2%« = R, 1 (jest to tzw. uogdlniona hipo-
teza continuum taczaca kaZdy alef z alefem, ktéry bezposrednio go
poprzedza). Przejdzmy teraz do kwestii zwiazanych z dowodliwo-
Scig hipotezy continuum.

Otéz, warunkiem wstepnym, ktéry musi byé spelniony, by moc
w og0le podejmowaé proby udowodnienia tej hipotezy, jest znale-
zienie reguty pozwalajacej poréwnywaé pozaskonczone liczby kar-
dynalne” (z faktu, iz taka regula istnieje, wynikatoby, iz kazda
z owych liczb przynalezy do skali aleféw Wi, No, N3,..., N, kt6-
ra Cantor oznaczyl symbolem taf®). Zatem kazda pozaskoniczona
liczba kardynalna znajdzie swoje miejsce w skali taf pod warun-
kiem, iz istnieje sposéb poréwnywania wszystkich mozliwych par
tychze liczb, tj. jedli dla dowolnych dwoch pozaskonczonych liczb
kardynalnych jedna z nich jest réwna lub wieksza od drugiej”.
Zachodzenie tej relacji takze dla pozaskonczonych liczb kardynal-
nych gwarantuje twierdzenie o dobrym porzadku, ktére glosi,
ze kazdy zbior daje sie dobrze uporzgdkowad, a zbior dobrze upo-
rzgdkowany to taki, ktorego kazdy niepusty podzbior ma element
najmniejszy'®. Gdyby twierdzenie to okazalo sie prawdziwe, to

"Por. Aczel 2002.

8Bedacym ostatnia liczbg alfabetu hebrajskiego.

9W takiej relacji pozostajg np. dwie dowolne liczby rzeczywiste.

10 Aczel 2002, s.139. Zatem jeéli mamy zbiér zlozony z dwoéch elementéw
{1, 2}, to zbiér wszystkich jego podzbioréw ma cztery elementy:
emptyset {1},{2},{1,2}; kazdy z niepustych podzbioréw ma element naj-
mniejszy; sg nimi odpowiednio 1,2,1. Warto podkresli¢, ze zbiér liczb rze-
czywistych nie jest dobrze uporzadkowany: nie da sie wskazac¢ dla danej liczby
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pozaskonczone liczby kardynalne tworzytyby skale zbioréw dobrze
uporzadkowanych; w takiej sytuacji aby dowie$¢ hipotezy conti-
nuum, nalezaloby wykazaé¢, ze liczba kardynalna odpowiadajaca
continuum jest w skali taf druga pozaskonczong liczba kardynal-
na, czyli Nq. Jak pisze Aczel: widzimy zatem, Ze hipoteza continuum
moze byc spetniona tylko wtedy, jesli kazda pozaskonczona liczba
kardynalna bedzie jednym z alefow Cantora; a do udowodnienia te-
go koniecznego warunku trzeba bylo wykazaé, zZe kazdy zbior mozna
dobrze uporzadkowac''. Dowéd twierdzenia o dobrym porzadku'?
zostal podany w roku 1904 przez Zermelo, ktory postuzyl sie w nim
aksjomatem wyboru.

Aksjomat wyboru's:

Jezeli R jest rodzing zbioréw, zaden z tych zbioréw nie jest pu-
sty i zadne dwa zbiory nalezace do tej rodziny nie maja wspdl-
nych elementéw, to istnieje taki zbiér (zwany selektorem), ktory
zawiera doktadnie po jednym elemencie z kazdego zbioru nale-
zacego do rodziny R.

rzeczywistej ani liczby bezposrednio po niej nastepujacej, ani jej poprzedza-
jacej; ponadto miedzy dwie dowolne, rézne liczby mozna wstawi¢ nieskoncze-
nie wiele innych liczb, a zbiér ograniczony z dolu moze nie mieé¢ elementu
najmniejszego (np. przedzial (0,1)). Nie jest zreszta dobrze uporzadkowany
réwniez zbidr liczb catkowitych, gdyz nie ma on elementu najmniejszego.

BAD Aczel, Tajemnica aleféw. Matematyka. Kabala i poszukiwanie nie-
skonczonoéci, Rebis, Poznan 2002, s.142.

127, twierdzenia Zermelo wynika np., ze takze liczby rzeczywiste mozna do-
brze uporzadkowaé, a wiec tak, izby dla kazdego elementu istnial element
nastepny; nie ma jednak konkretnej metody wskazujacej, jak to zrobié; inaczej
jest w przypadku liczb catkowitych, ktére mozna dobrze uporzadkowaé w na-
stepujacy sposéb: 0,1,—1,2,—2,... — kazdy podzbidr tego ciagu ma element
najmniejszy, a wiec w przypadku kazdej liczby wiadomo, jaka po niej nastgpi.
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Kontrowersje wokét aksjomatu wyboru

Niebawem po sformutowaniu przez Zermelo dowodu twierdze-
nia o dobrym porzadku rozpoczeta sie burzliwa dyskusja na temat
zasadnoéci przyjecia aksjomatu wyboru. Krytycy tego aksjoma-
tu zwrdécili uwage na fakt, iz nie jest rzecza oczywista, ze wybor
elementéw ze zbioréw nalezacych do danej rodziny jest mozliwy,
jesli zbioréow tych jest nieskonczenie wiele; sam Zermelo nie zdo-
tal np. podaé¢ zadnej reguty wskazujacej, w jaki sposéb mozna by
przeprowadzi¢ 0w nieskonczony ciag wyboréw. W istocie caty pro-
blem dotyczyl tego, jak nalezy rozumieé¢ wyrazenia, ktére mowia
o istnieniu bytéw matematycznych. Przeciwnicy wilaczania aksjo-
matu wyboru — mimo jego intuicyjnej oczywistosci — do zestawu
aksjomatéw teorii mnogoéci reprezentowali nurt intuicjonistyczny
w filozofii matematyki, w ramach ktorego istnienie bytow mate-
matycznych utozsamia sie z mozliwoscig ich efektywnego skon-
struowania. Nic wiec dziwnego, ze odrzucali oni aksjomat wyboru,
ktory nie dostarcza zadnych algorytméw wyboru zbioru reprezen-
tantéw (czyli selektora), lecz tylko stwierdza jego istnienie (jest
zatem niekonstruktywny).

Dodajmy, ze matematycy sformutowali wiele twierdzen réwnowaznych ak-
sjomatowi wyboru; jednym z nich okazalo sie twierdzenie o dobrym uporzad-
kowaniu, ktére, jak pisze Aczel, zostalo od razu uznane za podejrzane, gdyz
uwierzenie w jego dowdd bylo réwnoznaczne z przyjeciem, Ze istnieje mozli-
wodé wybierania elementu ze zbioru nieskoticzenie wiele razy'?; inne réwno-
wazne twierdzenia to lemat Kuratowskiego-Zorna'®, twierdzenie Tichonowa
o produkcie przestrzeni topologicznych, lemat Teichmiillera—Tukeya, czy ak-

sjomat multiplikatywny Russella'®. Cechg wsp6lng wszystkich tych twierdzen,

4 Aczel 2002, s. 142.
5Méwi on, ze je§li A jest rodzina zbioréw o nastepujacej wlasnodci:
UXx)eA
XeB
wyboru dla rodziny P(A)—{@}, to istnieje element maksymalny w A (sformu-
towanie to pochodzi z Kuratowski 1966).
Y6Por. Marciszewski (red.) 1988, s. 141.

dla kazdej monotonicznej rodziny B C A i jesli istnieje funkcja
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ktora czyni je ,podejrzang” w oczach wielu matematykéw, jest fakt, iz naleza
one do tzw. twierdzen egzystencjalnych, tj. takich, ktére podaja tylko warunki

istnienia jakiego$ obiektu, nie wskazuja natomiast metody jego konstrukcji.

Przeciwnicy dotaczania aksjomatu wyboru do systemu Zerme-
lo — Fraenkla zwrocili takze uwage na fakt, ze aksjomat ten pro-
wadzi do paradoksalnych konsekwencji. Stwierdza on mianowicie
istnienie zbioréw i funkcji niemierzalnych, tj. gwarantuje, ze ist-
nieje (choé¢ oczywiscie nie podaje metody jego konstrukeji) zbior
na plaszczyznie, ktorego pola nie da sie okresli¢ oraz zbiér w prze-
strzeni trojwymiarowej, ktérego objetosci rowniez nie mozna okre-
gli¢. Na tezie o istnieniu takich zbioréw oparte jest stynne twier-
dzenie Banacha—Tarskiego o paradoksalnym rozktadzie kuli, ktore
przewiduje mozliwos¢ rozktadu kuli o danym promieniu na pewna
skonczong liczbe czesci w taki sposdb, ze da sie¢ z nich nastepnie
zlozy¢ dwie kule o identycznym promieniu jak kula pierwotna; ku-
le rozbija si¢ wlasnie na zbiory niemierzalne (a nie na ,zwykle
kawalki”), ktérych istnienie gwarantuje aksjomat wyboru!”.

Zanim przejdziemy do omoéwienia aksjomatu determinacji, kto-
ry mial zastapi¢ problematyczny aksjomat wyboru, przedstawimy
dalszy ciag zmagan matematykéw z hipoteza continuum, tworza-
ca tto i niezbedny kontekst dla naszych rozwazan po$wieconych
dwoém aksjomatom teorii zbiorow.

O dalszych losach hipotezy continuum

Dalsze badania wykazaly, ze w ramach aksjomatyki ZFC nie
da sie ani udowodnié¢ ani obali¢ hipotezy continuum — jest zatem
zdaniem nierozstrzygalnym'®, tj. takim, o ktérym — na podstawie
przyjetego systemu aksjomatow — nie mozemy powiedzieé, czy jest
prawdziwe, czy falszywe. Przedstawmy w zarysie przebieg tych
badan.

"Warto réwniez dodaé, ze zbiory niemierzalnesprawiaja szczegélne klopoty
np. przy rozwigzywaniu zadan z rachunku catkowego.

18 Jest to zatem jeden z argumentéw przeciw programowi Hilberta, zgodnie
z ktérym w matematyce nie moze byé zadnego ignorabimus.
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0Ot6z najpierw Godel dowidédl, ze zatozenie o prawdziwosci hi-
potezy continuum i aksjomatu wyboru nie jest sprzeczne z pozo-
stalymi aksjomatami teorii mnogosci'?, nie moze wiec by¢ obalone;
okazalo sie zatem, ze hipoteza continuum i aksjomat wyboru moga
by¢ dotaczone do systemu aksjomatéw teorii mnogosci. Oczywiscie
dowdd Godla nie rozstrzygal o prawdziwosci hipotezy Cantora —
jak pisze Aczel: wynik Godla byl polowq dowodu, Ze hipoteza con-
tinuum i aksjomat wyboru sq niezaleine od reszty matematyki®';
»druga czes¢” dowodu przeprowadzit Cohen, ktory, postugujac sie
metoda tzw. forcingu®!, wykazal, ze aksjomat wyboru i hipoteza
continuum nie wynikaja z pozostatych aksjomatéw, sa wiec od nich
niezalezne?? (zatem ani dotaczenie hipotezy continuum do systemu
ZF, ani dolaczenie jej negacji nie rodzi w nim sprzecznoéci)?.

Widzimy zatem, ze hipoteza continuum jest jednym ze zdan
nierozstrzygalnych (ktérych dotyczy stynne twierdzenie Godla
o niezupelnosci). Oczywiscie twierdzenie Godla nie wyklucza tego,
ze w ramach bogatszego systemu aksjomatéw da sie¢ dowiesé, ze
badz hipoteza continuum badZ jej negacja jest prawdziwa. War-

19W dzienniku Gédla, ktéry po sformutowaniu twierdzenia o niezupelodci
zajal si¢ problemem continuum, odnajdujemy taki zapis: Kont. Hyp. im we-
sentlichen gefunden in der Nacht zum 14 und 15 Juni 1987 — por. Aczel 2002
oraz Godel 1947.

20 Aczel 2002, s. 167.

210to jak (bardzo szkicowo) charakteryzuje te metode Aczel (2000, s. 176):
Forcing to wymuszanie na zbiorze postulatéw przyjmowania jednej z dwdch
wartosci; nastepnie stopniowo przechodzi sie z rodzinami zbioréw i prawami
logicznymi, ktore ich dotyczq, do coraz wiekszych zbioréw, w ktérych prawa te
nadal obowigzujg. Manipulowanie postulatami w ramach wiekszego systemu lo-
gicznego pozwala dowiesé, Ze hipoteza continuum jest niezalezna od aksjomatow
teorii mnogosci.

22Ujmujac rzecz $cidlej: aksjomat wyboru jest niezalezny od aksjomatéw
teorii mnogosci, zas hipoteza continuum jest niezalezna od aksjomatéw teo-
riomnogosciowych takze z wlaczonym aksjomatem wyboru.

ZWarto dodaé, ze juz Gédel — kilkanascie lat po udowodnieniu niesprzeczno-
Sci hipotezy continuum — wyrazil przypuszczenie, ze jest ona takze niezalezna;
przypuszczenie to, jak wiemy, zostalo potwierdzone, przez dowéd Cohena —
por. Godel 1947.
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to zauwazy¢, ze sam Godel, jak wiadomo zwolennik platonskiego
realizmu, byl przekonany o sensowno$ci poszukiwan aksjomatéw,
ktére pozwolityby pelniej opisaé, jego zdaniem istniejacy obiek-
tywnie, Swiat struktur matematycznych i tym samym rozwiazaé
rozne ,otwarte” problemy matematyczne, m.in. wtasnie problem
hipotezy continuum. W swojej przelomowej pracy?? z 1938 ro-
ku Godel wyrazil poglad, ze naturalnym uzupelnieniem aksjoma-
téw teorii mnogoéci moze by¢é aksjomat konstruowalnosci®®, ktéry
w polaczeniu z systemem ZF pozwala dowies¢ aksjomatu wyboru
i uogdlnionej hipotezy continuum. Jak pisze jednak Cohen, jest
mato nadziei na to, Ze aksjomat taki zostanie zaakceptowany ja-
ko intuicyjnie oczywisty; bardziej prawdopodobne wydaje sie raczej
to, e jako aksjomat zostanie zaakceptowana jego negacja®; dodaé
zresztg nalezy, ze juz w artykule z 194727 roku Godel zmienit zda-
nie, twierdzac, ze aksjomat konstruowalnosci nie doprecyzowuje
pojecia zbioru nieskonczonego w odpowiedni sposéb.
Podsumowujac te krotka dygresje na temat hipotezy continu-
um, trzeba podkresli¢, ze — w odréznieniu od Cantora — zaréwno
Cohen, jak i Godel (mimo pewnych wahan zwiazanych z przej-
Sciowa akceptacja aksjomatu konstruowalnosci) nie wierzyli w jej
prawdziwo$é. Cohen uwazal na przyktad, ze continuum, skonstru-
owane przy pomocy aksjomatu zbioru potegowego, jest nieosiggal-
ne droga konstrukcji opartej na aksjomacie zastepowania?®, jest
zatem zbiorem na tyle bogatym, ze nalezy go traktowac jako zbior
wiekszy niz Xy, X,, 8, itd.??; natomiast Godel wskazywal na nie-

**Godel 1938.

25Glosi on, ze kazdy zbidr jest konstruowalny (czyli,ze V. = L, gdzie V ozna-
cza uniwersum wszystkich zbioréow, za§ L — uniwersum zbioréw konstruowal-
nych).

26Cohen 1971, (w przektadzie polskim), s. 131.

*"Gédel 1947.

280to jego tresé: jezeli A jest zbiorem i kazdemu elementowi zbioru A przy-
porzadkowano jaki$ element (nalezacy do A lub nie), to wszystkie przyporzad-
kowane elementy tez tworza zbiér — por. Kuratowski 1966.

29Cohen dodawal jednak, ze takie rozwazania sg ,czysta spekulacja” — por.
Cohen 1971.
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intuicyjny charakter niektérych konsekwencji tej hipotezy np. na
fakt, iz wynika z niej istnienie ,maltych” zbioréw mocy continu-
um oraz podkreslal, iz zadne wiarygodne zdanie nie implikuje tej
hipotezy3?. Jednak, jak zaznacza Wojtowicz, argumenty te nie sq
powszechnie wwazane za rozstrzygajace dyskusje3’.

Aksjomat determinacji zamiast aksjomatu wyboru?

Problemy, jakie niesie z soba przyjecie aksjomatu wyboru,
sktonity wielu matematykéw do poszukiwania alternatywnych ak-
sjomatéw, ktére moglyby zostaé dotaczone do systemu Zermelo-
Fraenkla. Jedng z najbardziej interesujacych propozycji jest tzw.
aksjomat determinacji®2, oparty na pewnej grze wymyolonej przez
Stefana Banacha. Oto zasady tej gry®®: dwéch graczy wybiera na
przemian jedna z cyfr od 0 do 9, tworzac w ten sposéb pewien
ich nieskonczony ciag np. 8,5,3,4,..., ktéoremu odpowiada licz-
ba z przedziatu [0,1] o rozwinieciu dziesietnym danym przez 6w
ciag, np. 0,8534.... Przed rozpoczeciem gry gracz I wybiera pe-
wien podzbiér A odcinka [0, 1] i usituje doprowadzi¢ do tego, aby
wygenerowana wspolnie z graczemllI liczba znalazta sie w tym
zbiorze; natomiast gracz II dazy do tego, aby wyprodukowana
liczba nie znalazla si¢ w tym zbiorze A. Gra Banacha — oznacza-
na dalej jako I' 4 — stanowi przykltad gry nieskonczonej w postaci
ckstensywnej®*. Czy ktérykolwiek z graczy ma w tej grze stra-

30Przeglad argumentéw za i przeciw prawdziwosci hipotezy continuum moz-
na znalezé w Wojtowicz 2002, s. 128—-137.

31Wojtowicz 2002, s. 125.

320 tym aksjomacie, sformulowanym notabene przez polskich matematykéw
Mycielskiego i Swierczkowskiego, napisano m. in. [it]is the most interesting
alternative to the axiom of choice — Jech 1977, s. 365.

33Por. Malawski, Wieczorek, Sosnowska 1997, s.183 oraz Jech 1977, s. 369.

31Postaé ekstensywna gry to po prostu rozbudowany graf lub rozgalezione
drzewo ilustrujace wszystkie mozliwe przebiegi danej gry wieloetapowej. Takie
drzewo lub graf konstruuje sie przez wskazanie punktu poczatkowego gry, okre-
slenie mozliwych posunieé¢ graczy w kolejnosci: graczl — gracz2 — ewentualnie
gracz n — znéw graczl (kazdemu wierzchotkowi oprécz wierzchotka koricowego
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tegie wygrywajaca? OdpowiedZ na to pytanie zalezy od rodzaju
zbioru A: jesli zbior A bedzie np. zbiorem liczb majacych cyfre 2
na drugim miejscu po przecinku, to zwyciezca bedzie oczywiscie
gracz IT%, jedli zaé bedzie to np. zbiér liczb majacych cyfre 8 na
siddmym miejscu po przecinku, to zwyciezy gracz I. Gra I'4 jest
zdeterminowana, je$li jeden z graczy ma w niej strategie
wygrywajaca’S.

Aksjomat determinacji®’:

dla kazdego zbioru A, gra I' 4 jest zdeterminowana.

Aksjomat determinacji jest bardzo intuicyjny; nie daje sie jed-
nak pogodzi¢ z rownie intuicyjnym aksjomatem wyboru, gdyz, jak
pisze Jech, postugujgc sie dobrym porzgdkiem zbioru wszystkich
ctggow liczb calkowitych, mozna skonstruowaé gre, ktora nie jest
zdeterminowana®. Nalezy zatem dokonaé¢ wyboru miedzy oboma
aksjomatami, gdyz ich réwnoczesne przyjecie rodzi sprzeczno$é.

przypisany jest dokladnie jeden gracz) az do osiagniecia jednego z punktéw
koncowych, przy ktorych znajduje sie opis wygranych poszczegdlnych graczy;
por. np. Berninghaus, Erhhart, Giith 2002, ss. 89-113.

35W przypadajacym na niego ruchu wybierze np. cyfre 9.

36Strategia jest wyczerpujacym opisem postepowania gracza w kazdej sytu-
acji, ktora moze zaistnie¢ w trakcie gry. Strategia wygrywajaca natomiast jest
taka strategia, ktéra prowadzi do wygranej niezaleznie od tego, jakie ruchy
wykona przeciwnik. Warto podkreslié¢, ze teoria gier nie gwarantuje, ze dla
kazdej gry istnieje strategia wygrywajaca (teza o istnieniu takiej strategii dla
kazdej gry jest w istocie teoriogrowym odpowiednikiem prawa wylaczonego
srodka); Zermelo wprawdzie dowiédl, ze wszystkie gry dwuosobowe o sumie
zerowe] o skonczonej glebokosci, tj. w ktorych kazdy z graczy ma skonczona
liczbe strategii, sa zdeterminowane; pozostaja jednak inne typy gier, np. gry
nieskonczone, dla ktérych istnienie strategii wygrywajacej mozna co najwyzej
postulowaé, wprowadzajac aksjomat determinacji; por. np. Fudenberg, Tirole
1993, s. 13.

38 Using a well-ordering of the set of all sequences of integers, one can con-
struct a game that is not determined. — Jech 1977, s. 365.
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Omoéwilismy wyzej szereg zarzutow, jakie wysuwa sie zwykle
przeciw aksjomatowi wyboru; pojawia sie jednak pytanie, czy ak-
sjomat ten mozna catkowicie wyeliminowaé z teorii zbioréw. Wiek-
szo$¢ matematykéw uwaza, ze nie jest to mozliwe, gdyz pelni on
zbyt doniosta role m.in. w logice matematycznej, czy takich dzia-
tach matematyki, jak algebra abstrakcyjna, analiza funkcjonalna,
teoria miary>? (jest to tzw. argument zewnetrzny za aksjomatem
wyboru, tj. wskazujacy na to, iz jest on konieczny dla nauki; argu-
mentem wewnetrznym jest wspomniana juz wczesniej intuicyjna
oczywistoéé tego aksjomatu?). Mozna jednak ostabié¢ aksjomat
wyboru, ograniczajac mozliwos¢ wyboru tylko do niektérych sy-
tuacji*!.

,Ostabiony” aksjomat wyboru powstaje np. wtedy, gdy rodziny zbioréw
zostaja zawezone do takich, ktére sg przeliczalne, a wiec réwnoliczne ze zbiorem
liczb naturalnych; innym przyktadem jest aksjomat zaleznego wyboru (aziom
of dependent choice), ktéry mowi, ze jesli pewnym elementom x jakiego$ zbioru
X przyporzadkujemy niepuste zbiory F'(x) i réwniez kazdemu elementowi y
kazdego zbioru postaci F'(x) przyporzadkujemy pewien niepusty zbiér F(y),
to wéwczas mozna znalezé taki ciag xo,x1,x2,...,Tn, ze 1 nalezy do zbioru
F(x0), 2 nalezy do F(z1), itd. Nazwa aksjomatu pochodzi stad, ze wybor

kazdego elementu z; tego ciagu zalezy od wyboru poprzedniego elementu z;_;.

Niekontrowersyjne aksjomaty teorii mnogosci*?> w polaczeniu

z ostabionym aksjomatem wyboru albo aksjomatem determinacji

39 Aksjomat wyboru jest uzywany np. w definicji ciggtoéci funkcji Cau-
chy’ego, w dowodzie twierdzenia Hahna—-Banacha; wiecej przyktadéw jego za-
stosowania mozna znalez¢é w Murawski 2001.

40Rozréznienie to pochodzi od Maddy 1988.

' Malawski, Wieczorek, Sosnowska 1997, s. 189.

42Np. aksjomat ekstensjonalnosci sumy, zastepowania, nieskoficzonosci itd.
Stowo ,niekontrowersyjne” by¢é moze nie jest w pelni trafne, gdyz niektére
z nich np. aksjomat wyrdzniania réwniez wzbudzajg roznego rodzaju watpli-
woéci; jednak zaden z tych aksjomatéw nie byt nigdy kwestionowany z réwnie
powaznych powodéw jak aksjomat wyboru.
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tworzg uktad pozwalajacy udowodni¢ wiele znanych twierdzen ma-
tematycznych®? i wyeliminowaé¢ niepozadane konsekwencje pier-
wotnego aksjomatu wyboru (taka konfiguracja aksjomatéw nie po-
zwala juz np. na przeprowadzenie paradoksalnego rozktadu kuli,
pozostaja zatem wylacznie zbiory i funkcje mierzalne). Jak pi-
sze jednak A. Wieczorek: mimo iz takim zmodyfikowanym ukla-
dem aksjomatéow mozna udowodnic prawie wszystkie znane twier-
dzenia matematyczne, ktére znajdujg zastosowanie w codziennej
praktyce (... ) sila naszego przyzwyczajenia i tradycyi jest jednak
wielka i chyba nadal, mimo zalet zmodyfikowanej aksjomatyki, be-
dziemy postugiwac sie starym wystuzonym zestawem aksjomatow
Zermelo—Fraenkla**. Opinie Wieczorka nalezy jednak skonfronto-
waé z komentarzem Jecha, ktory zaznacza, ze mimo zalet, jakie
posiada aksjomat determinacji, zwlaszcza w kontekscie deskryp-
tywnej teorii zbioréw, jest on z pewnych wzgledéw problematycz-
ny, np. implikuje on osobliwa prawidlowo$¢ — mianowicie, iz N;
i No to mierzalne liczby kardynalne, N3, N4 nie sa mierzalne, zas
Ny4+1, Nyto znoéw sa mierzalne; co gorsza, nie jest rzecza pewna,
ze wszystkie jego konsekwencje sa niesprzeczne.

Np. nie wiadomo, czy niesprzeczne jest twierdzenie: kazdy podzbior X1 al-
bo zawiera zamkniety nieograniczony zbiér albo jest z nim rozlgezny®®. Jech
podkredla, ze to zdanie implikuje teze, ze N1 jest mierzalng liczba kardynalna
(measurable cardinal); teza ta jest wprawdzie niesprzeczna, Jech dodaje jed-
nak, ze implikacje zdania ,kazdy podzbiér Ry albo zawiera zamkniety nieogra-
niczony zbiér albo jest z nim roztaczny” zdaja sie¢ by¢ duzo silniejsze (appear
to be much stronger), gdyz implikuja istnienie modeli teoriomnogosciowych

z wieloma mierzalnymi liczbami kardynalnymi.

43Np. Jech pisze: The aziom of determinacy is particularly appreciated by
the descriptive set theorists; it implies the countable axiom of choice, and so
the basic theorems on real numbers are not affected by the absence of the axiom
of choice (...) Moreover, the axiom of determinacy settles various problems on
projective sets, like uniformization and reduction theorems — Jech 1977, s. 366.

4 Malawski. Wieczorek, Sosnowska 1997, s. 189.

45 Bvery subset of Ry either contains or is disjoint from a closed unbounded
set” Jech 1977, s. 366.



132, Wojciech Zaluski

Wazna konkluzja rozwazan Jecha jest konstatacja, ze udowod-
nienie niesprzecznosci wspomnianego twierdzenia lub twierdzen
podobnych byloby pierwszym krokiem w kierunku wykazania nie-
sprzecznosci samego aksjomatu determinacji.

Uwagi koncowe

Wspodlczesna teoria mnogosci jest najczesciej interpretowana w
duchu filozoficznego realizmu®6. Inaczej méwigc: fakt, iz w wielu
przypadkach nie mozna zdefiniowaé¢ funkcji pozwalajacej dokonaé
wyboru reprezentantéw z danej rodziny zbioréw, jest uznawany
przez wigkszo$¢ matematykow za nieistotny dla kwestii istnienia
selektora — zbiér 6w uchodzi za istniejgcyniezaleznie od tego, czy
da sie go skonstruowaé. Przyjecie realistycznego stanowiska w kwe-
stii istnienia obiektéw matematycznych, ktére z wielu wzgledéw
wydaje si¢ bardziej przekonujace niz stanowisko intuicjonistycz-
ne*’ znacznie ostabia pozycje krytykéw aksjomatu wyboru (juz
zachwiang przez fakt, iz aksjomat wyboru, jak wspominalidmy, jest
konieczny dla udowodnienia wielu twierdzen); pamigtajac jednak
o wspomnianych wyzej ,,paradoksalnych” konsekwencjach tego ak-
sjomatu, za przesadng nalezy uznaé opinie, iz gdy abstrahowac od
rozroznien dotyczgcych opozycji miedzy istnieniem i konstrukcjq,
aksjomat wyboru staje sie jednym z najmniej problematycznych ak-
sjomatéw teorii mnogosci*®. Niemniej jednak wypada zgodzié¢ sie
z teza, ze aksjomat determinacji nie jest autentyczna alternatywa
dla aksjomatu wyboru w ramach systemu Zermelo-Fraenkla.

46por. Maddy 1988.

4Interesujaca argumentacje na rzecz realizmu prezentuje np. Roger Penrose
w swej stynnej ksiazce Nowy umyst cesarza. O komputerach, umysle i prawach
fizyki, PWN, Warszawa 2000.

48D. A. Martin, Sets versus classes, cytat za: Maddy 1988, 5.172 ( w prze-
ktadzie polskim).
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Twierdzenie Godla i marzenie Leibnizal

Podczas jednego z seminariéw z kognitywistyki prowadzacy je
prof. J. Perzanowski wypowiedzial sad, ktory pozostal dla mnie
przez jaki$ czas zagadkowy, mimo iz nie zupelnie obca byta mi
filozofia Leibniza i stawny artykul Godla ,,Uber formal unentsche-
idbare Sitze...”2. Profesor stwierdzil mianowicie, ze niestuszne
jest mniemanie, jakoby twierdzenie Godla o niezupelnosci mate-
matyki obalito projekt Leibniza znalezienia scientia universalis —
uniwersalnej nauki postugujacej sie lingua characteristica — ide-
alnym jezykiem opisujacym calo$¢ rzeczywistosci w tak doskona-
ly sposéb, ze wszelkie rozumowania (w szczeg6lnosci filozoficzne)
mozna by sprowadzi¢ do odpowiednich obliczen przeprowadzanych
w specjalnym rachunku (calculus ratiocinator). ,Godel odkryt po
prostu zdanie przypadkowe a priori”. Odkryt zatem, jak ttuma-
czyl profesor Perzanowski, ze nie wszystkie prawdy matematycz-
ne sa konieczne. C6z to znaczy? Pytanie okazalto si¢ tym bardziej
niepokojace, ze konkluzje, iz twierdzenia Godla (a doktadniej péz-
niejszy dowdd Churcha nierozstrzygalnosci rachunku predykatdw,
ktorego konsekwencja jest niezupelnos$é tego rachunku) pokazaly

17a przejrzenie tego artykutu i cenne uwagi pragne podziekowaé Panu Pro-
fesorowi Jerzemu Perzanowskiemu, Ksiedzu Doktorowi Adamowi Olszewskie-
mu i Panu Doktorowi Bartoszowi Brozkowi. Nie ponoszg oni oczywiscie odpo-
wiedzialnosci za tredé tego tekstu (niestety nie udato mi si¢ zgodzié¢ ze wszyst-
kimi ich twierdzeniami).

2K. Godel, 7,Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathema-
tica und verwandter Systeme 17, Monatshefte fir Mathematik und Physik,
38 (1931), ss. 173-198; angielski przeklad: ,On Formally Undecidable Pro-
positions of Principia Mathematica and Related Systems I”, The Undecidable.
Basic Papers on Undecidable Propositions, Unsolvable Problems and Compu-
table Functions, M. Davies (ed.), Raven Press, New York, 1965, ss. 5-38.
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nierealizowalno$¢ marzenia Leibniza, znalaztam w tak znakomitej
ksiazce, jaka jest Classical Recursion Theory P. Odifreddiego?.

Wydaje sie, ze wynik Godla godzi w Leibnizjanski plan stwo-
rzenia lingua characteristica — mozliwosci systeméw formalnych
okazaly sie ograniczone. Nadzieje na calculus ratiocinator zdaja
sie ostatecznie przekresla¢ twierdzenia o nierozstrzygalnosci i teza
Churcha—Turinga. W ponizszym tekscie zamierzam rozwazy¢, czy
tak jest rzeczywiscie.

Przyjrzyjmy si¢ najpierw twierdzeniu Godla. Glosi ono, iz je-
sli teoria T jest niesprzeczna, ,zawiera” elementarng arytmetyke
(tzw. ,staba arytmetyke”) i jest oparta o rozstrzygalny zbior ak-
sjomatéw, to jest ona niezupelna. Zatem w jezyku teorii 7' mozna
utworzy¢ zgodnie z regutami formacji zdanie G takie, ze ani zada-
nie G ani jego zaprzeczenie G nie sa twierdzeniami teorii 7' (nie
istnieje dla nich dowéd w T').

Na pierwszy rzut oka mozna wiec stwierdzi¢, ze rzeczywiscie
wynik ten zdaje sie zagraza¢ planom Leibniza, jego stawnemu po-
stulatowi Calculemus! Jedli filozofowie pokldciliby sie o prawdzi-
wo$¢ zdania G, ich sporu nie mozna by rozstrzygnaé przez proste
odwolanie si¢ do rachunkéw.

Jak wiadomo, nie zawsze to, co wydaje si¢ oczywiste na pierw-
szy rzut oka, jest prawdziwe. Przyjrzyjmy sie¢ zatem twierdzeniu
uwazniej. Do rozgpatrzenia pozostaja:

e zalozenia,
e wniosek,

e dowdd.

3P. Odifreddi, Classical Recursion Theory. The Theory of Function and
Sets of Natural Numbers, Elsevier, Amsterdam — New York — Tokyo, s. 164.
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Dowdd

Dowdéd w réznych, bardziej i mniej technicznych wersjach, zo-
stal przytoczony w tym numerze czasopisma. Nadto, zeby wskazaé
na wage zalozen, ktére pragne podkresli¢, nalezaloby przesledzié
dos¢ zmudne, techniczne szczegdly, ktoére stosunkowo tatwo zna-
lez¢ w ksiazkach dotyczacych teorii rekursji. Pozwole sobie zatem
pominaé dowdd, odsylajac Czytelnika do literatury przedmiotu?
i proszac, by zechcial uwierzyé (lub sprawdzi¢), ze zalozenia, kto-
re ponizej rozwazam, sg w dowodzie twierdzen Godla rzeczywiscie
konieczne.

Zalozenia

Najmniej interesujace z naszego punktu widzenia jest zatoze-
nie, by teoria T' ,zawierala” arytmetyke, cho¢ jest to wazne i cie-
kawe wymaganie. Wyrazalno$é¢ arytmetyki w teorii 7' umozliwia
arytmetyzacje jezyka i metajezyka tej teorii i dalej pozwala na
diagonalizacje, ktora jest jednym z podstawowych narzedzi teorii
rekursji wykorzystywanym w dowodach nierozwigzywalnosci réz-
nych probleméw. Niemniej, skoro wedtug Leibniza rozwigzywanie
probleméw mialoby sie dokonywaé¢ w oparciu o obliczenia, niece-
lowe wydaje si¢ zubazanie poszukiwanego rachunku o tak podsta-
wowe narzedzie jak arytmetyka i to nawet w znacznie okrojonej
wersji (mozna w przyblizeniu powiedzieé, ze tzw. ,staba arytme-
tyka” jest jedynie nieskonczona tabliczka dodawania i mnozenia).

Niezbyt rozsadne wydaje sie réwniez podwazenie podstawo-
wej zasady rozumowania (takze u Leibniza) — zasady niesprzecz-

4Por. np. cytowana wyzej prace Odifreddiego albo w jezyku polskim: R. Mu-
rawski, Funkcje rekurencyjne i elementy matematyki, Wyd. UAM, Poznan
2000.
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nosci®. Wprawdzie sprzeczna teoria jest zupeina®, ale tez, skoro
wszystkiego da sie w niej dowiesé, to i wszystkie dowody wydaja
sie¢ bezwarto$ciowe. Nie pozwalaja na odrdznienie tego, co uzasad-
nione od tego, co bezpodstawne. Nadto rachunek Leibniza miat za
zadanie opisywaé rzeczywisto$é, a ta zdaniem autora Monadologii,
jest niesprzeczna.

5Tu warto by dodaé, ze we wspdlczesnej logice rozwijane sg badania rachun-
kéw z réznymi ,rodzajami sprzecznosci” (por. B. Brozek, ,Nauka w poszukiwa-
niu logiki”, Semina Scientiarum 1, 2002, ss. 2-14). Czesto jednak w dyskusjach
na temat roéznych logik nieklasycznych, takze niemonotonicznych, podkresla
sie, ze logika klasyczna (z zasada niesprzecznosci) wydaje si¢ pelnié¢ wobec
nich wyrézniona role — to w niej na przyktad przeprowadza sie analize ra-
chunkéw niestandardowych. Przywodzi to na mysl (do$é luzne) skojarzenia ze
zwyklym sposobem rozumowania ludzi, ktérzy niejednokrotnie uznaja sprzecz-
ne tezy, ale kiedy tylko zdaja sobie z tego sprawe, staraja sie te sprzecznosé
usunaé. Oczywiscie, ze powyzsze zestawienie jest doé¢ powierzchowne, sadze
jednak, ze za wskazang odlegta analogia moze si¢ ukrywaé glebsza prawidlo-
wo$¢ — trudno rozstrzygnaé czy ontologiczna czy psychologiczna. To ciekawe
zagadnienie w oczywisty sposéb wykracza jednak poza przedmiot tego arty-
kutu. Zrezygnowanie z zalozenia niesprzecznosci wydaje sie by¢é sprzeczne (!)
z filozofia Leibniza.

SWarto w tym punkcie zauwazyé rzecz nieco zaskakujaca na terenie logi-
ki, ze pojecie ,zupelnosci” jest wieloznaczne. Na szczescie kazde sposrdd jego
réznych znaczen jest Sci$le okre§lone. W Malej Encyklopedii Logiki W. Mar-
ciszewski wsréd réznych mozliwych znaczen ,zupetnosci systemu” wyréznia
trzy:

1) System S jest zupelnym zbiorem zdan zawierajacym terminy stale
P, ... P, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zdania A zawieraja-
cego jako symbole stale jedynie wyrazenia spos$réd Pi,... P, prawda
jest, ze A€ Slub-A €8.

2) System jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy kazda poprawnie zbudo-
wana formuta badz jest twierdzeniem systemu, badz po dotaczeniu do
jego aksjomatéw wprowadzi don sprzeczno$é (tzw. zupelno$é w sensie
Posta).

3) Trzecie pojecie zupelnosci wyraza sie¢ w polskim piSmiennictwie raczej
stowem pelnosé (definicje pelnosci podaje ponizej).

Por. Mala encyklopedia logiki, red. W. Marciszewski, Ossolineum, Wroctaw—
Warszawa—Krakow, 1970.
System sprzeczny jest zupelny w sensie (1).
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Pozostaje do rozwazenia trzecie zalozenie — o rozstrzygalno-
$ci zbioru aksjomatéw. Wydaje sie ono bardzo dobrze uzasadnione:
jesli nie umieliby$my rozstrzygnaé, co jest a co nie jest aksjoma-
tem, tym bardziej trudno oczekiwaé, byémy potrafili stwierdzié, co
jest twierdzeniem teorii (ktére przeciez jest z definicji zdaniem, dla
ktorego istnieje dowdd, czyli skonczony ciag zdan, ktére albo sa
aksjomatami, albo tez sa zdaniami uzyskanymi za pomoca regut
dowodzenia z aksjomatéow lub podobnie uzyskanych zdan wyste-
pujacych uprzednio w dowodzie).

To wskazuje na jeszcze jedno zalozenie — nie wyrazone explici-
te, gdyz przyjmowane jako oczywiste i powszechnie akceptowane,
czyli wypracowana w szkole Hilberta technike uzasadniania zdan
matematyki — technike formalnych dowodéw. Zwrdéémy przede
wszystkim uwage na podstawowe wymaganie wobec dowodu: ma
by¢ on skonczony. Fakt ten jest wazny i wykorzystywany w dowo-
dzie twierdzenia Godla.

Na zwiazek tego poniekad ukrytego zatozenia z rozumowaniem
Leibniza zwrécil uwage prof. Perzanowski na kolejnym semina-
rium, przypominajac, klasyczny podziat sadéw przeprowadzony
przez Leibniza:

e sady konieczne (oparte o zasade niesprzecznosci),

e sady przypadkowe (oparte o zasade racji dostatecznej).

Mozna pokazaé (i jest to czasem przyczyna rozczarowania stu-
dentéw filozofii zapoznajacych si¢ z dzielami Leibniza), ze wnio-
skowanie w oparciu o zasade racji dostatecznej sprowadza sie
de facto do odwotlania do zasady niesprzecznoéci. Chciatoby sig
powiedzie¢: ,,Cé6z to za podzial”, skoro jedna z proponowanych
kategorii zawiera sie catkowicie w drugiej? A jednak wskazane
przez Leibniza kryterium rozrézniania tych dwoch rodzajéw sadéw
jest istotne. Wedlug Leibniza bowiem do sadéw koniecznych moz-
na dojs¢, wychodzac od zasady niesprzecznosci za pomoca skon-
czonej liczby krokéw wnioskowania, sady przypadkowe za$ mozna
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wprawdzie otrzyma¢ na mocy samej tylko zasady niesprzeczno-
Sci, ale przeprowadzajac dowody o nieskonczonej liczbie krokéw.
Twierdzenie Godla pokazuje, jak wazne (na pocieche studentom
filozofii) jest to rozréznienie — za pomoca dowoddéw o skonczonej
dtugosci, wychodzac od rozstrzygalnego zbioru aksjomatéw, nie
mozemy pewnych twierdzen dowie$é¢. Jakiego rodzaju sg to twier-
dzenia?

Whniosek

Przyjrzyjmy sie krétko wnioskowi twierdzenia Godla. Zeby go
lepiej zrozumie¢ zestawmy go z innym twierdzeniem genialnego lo-
gika — o pelnosci rachunku predykatow pierwszego rzedu. System
dedukcyjny jest pelny wtedy i tylko wtedy, gdy z jego aksjomatéw
dadza sie wywieé¢ wszystkie zdania bedace zdaniami prawdziwymi
w kazdym modelu. Rachunek predykatéw jest zatem takim syste-
mem, ktory jest pelny (kazde zdanie prawdziwe w kazdym modelu
jest w nim dowiedlne), ale nie jest zupelny (mozna w nim wyra-
zi¢ zdania, ktére ani nie s dowiedlne, ani nie sa dowiedlne ich
zaprzeczenia). Jak to mozliwe? Ot6z zdania niedowiedlne w ra-
chunku predykatow, to takie zdania, ktére ani nie sg prawdziwe
we wszystkich modelach, ani tez nie sa we wszystkich modelach
falszywe (wéwczas ich zaprzeczenie byloby prawdziwe we wszyst-
kich modelach, a wigc dowiedlne). Sa to zatem zdania przypadko-
we. W szczegolnosci zdanie Godla jest takim zdaniem przypadko-
wym (bo niekoniecznym; nie jest prawdziwe we wszystkich mozli-
wych $wiatach — modelach). Jest ono mimo to zdaniem a priori,
gdyz o tej jego przypadkowosci nie wnioskujemy na podstawie do-
swiadczenia, mozemy ja wykazaé teoretycznie przytaczajac dowod
Godla.

KKk

Mozna spekulowaé, ze jesli potrafilibySmy podaé system (lingua
characteristica?), ktéry adekwatnie opisywalby zamierzony model
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(rzeczywisto$é) do ostatniego szczegdtu, w taki sposéb, ze jedno-
znacznie wyrézniatby (z dokladnoscia do izomorfizmu) jeden jedy-
ny model, dla ktérego bylby prawdziwy i pelny, to wéwczas bytby
on takze zupelny. Kolejne twierdzenia limitacyjne moéwia, ze opis
taki przekracza mozliwoéci jezykéw elementarnych”.

Mimo tego, zgodnie z twierdzeniem Lindenbauma, kazda nie-
sprzeczng teorie mozna w prosty sposob rozszerzy¢ do teorii nie-
sprzecznej oraz zupelnej. Nie podwaza to bynajmniej wyniku
Godla, gdyz teoria uzyskana ,sposobem Lindenbauma” nie spetnia
po prostu jednego z zalozen jego twierdzenia — zalozenia o roz-
strzygalnosci zbioru aksjomatow.

Zagadnieniu rozstrzygalnodci warto przyjrzeé¢ sie uwazniej.
Wiadomo, ze wynik Gédla mozna otrzymaé z dowiedzionego 6 lat
pozniej przez Churcha i niezaleznie przez Turinga twierdzenia
o nierozstrzygalnosci rachunku predykatow. Jesli bowiem teoria
(o rozstrzygalnym zbiorze aksjomatéw) bylaby zupelna, to dla
kazdej formuty istniatby albo jej dowdd, albo dowdd jej zaprzecze-
nia. Wéwcezas o kazdym zdaniu moglibyémy za pomoca dowodéw
rozstrzygac®, czy przynalezy ono do teorii czy tez nie. Zatem sko-
ro teoria jest nierozstrzygalna, to jest takze niezupelna. I znowu
przyjrzyjmy sie technicznemu pojeciu zaangazowanemu w dowod
a nawet w wystowienie twierdzenia Churcha: ,rozstrzygalnosci”.
Otéz z definicji ,teoria jest rozstrzygalna, jesli istnieje metoda po-
zwalajaca o kazdym wyrazeniu tej teorii rozstrzygnaé za pomoca
skonczonej liczby prob czy jest ono twierdzeniem danej teorii. Tego
typu metody nazywa sie efektywnymi”?.

Po raz kolejny okazuje sie, ze twierdzenie o nierozstrzygalnosci
teorii wydaje si¢ zrelatywizowane do techniki — tym razem sposo-
bu rozstrzygania, czy co$ przynalezy do danego zbioru (aksjoma-

"Por. twierdzenie Lowenheima — Skolema — Tarskiego.

8 Algorytm rozstrzygania, czy dana formuta F jest teza systemu, polegalby
na przeprowadzaniu w ustalonej kolejnosci dowodéw, tak dtugo, az natrafimy
na dowdd F albo —F. Poniewaz zalozylidémy, ze system jest zupelny, wiec na
pewno istnieje dowdd formuty F' lub jej zaprzeczenia.

Y Mala encyklopedia logiki, dz. cyt.
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téw lub twierdzen teorii). Podobnie jak metody dowodzenia, tak
i metody efektywne doczekaly sie precyzyjnego opracowania teo-
retycznego. Zaproponowano kilka formalizméw, takich jak funkcje
rekurencyjne, maszyny Turinga, reprezentowalnosé¢ w teorii, skon-
czona definiowalno$é, itd., ktore okazaly sie¢ réwnowazne. Wyrdz-
niaja one te sama klase funkcji (np. kazda funkcja obliczalna za
pomoca maszyn Turinga jest rekurencyjna i na odwrét) i za ich
pomocy rozstrzygalne sa te same problemy. To, co jest nierozstrzy-
galne za pomocg jednej sposrdd tych metod, nierozstrzygalne jest
tez za pomoca jakiejkolwiek innej.

W odréznieniu jednak od powszechnie uznawanej teorii dowo-
du, teza, ze wszystkie metody efektywne sprowadzaja sie do jednej
sposréd metod ujetych w ktérys z tych formalizméw, jest wciaz
przedmiotem dyskusji. Dopiero za$ ta teza (zwana teza Churcha)
pozwala na stwierdzenie absolutnej'” nierozstrzygalnoéci danej
teorii (np. rachunku predykatéw).

Warto podkreslié réwniez, ze po raz kolejny rzecz wiaze sie
z zagadnieniem nieskonczonosci. W kazdym ze wspomnianych wy-
zej formalizmow zawarte sa pewne ograniczenia, wymagania skon-
czonosci pewnych parametrow. Dla przykladu przywotajmy jeden
z formalizméw — maszyne Turinga.

Najprosciej rzecz ujmujac, maszyna Turinga to pewien abs-
trakcyjny byt ztozony z podzielonej na pola nieskonczonej tasmy
i glowicy czytajaco—piszacej, wyposazony w odpowiedni zbidr in-
strukcji. Maszyna moze znajdowaé sie w jednym ze skonczonej listy
standéw wewnetrznych, moze zapisywa¢ lub wymazywaé w polach

10 Absolutna nierozstrzygalno$é” oznacza, ze wynik ten nie jest zrelatywi-
zowany do jakiej$ wybranej metody rozstrzygania. Zilustrujmy to przyktadem:
Turing udowodnil, ze rachunek predykatéw jest nierozstrzygalny, gdyz w prze-
ciwnym przypadku rozstrzygalny bylby tzw. problem stopu. Wczesniej za$
pokazal, ze problemu stopu nie da si¢ rozwigzaé za pomoca maszyn Turinga.
Zeby wysnué stad wniosek, ze problem stopu (a co za tym idzie problem bycia
teza rachunku predykatéw) nie jest rozstrzygalny za pomoca zadnej efektywnej
metody, trzeba przyjaé tez¢ Churcha; por. G. Boolos, R. Jeffrey, Computabili-
ty and Logic, Cambridge University Press, 1974, s. 49 lub Odifreddi, dz. cyt.,
s. 103.
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tasmy po jednym ze skonczonej listy symboli taémowych. Instruk-
cje, zgodnie z ktérymi postepuje, moga mie¢ jedna z nastepujacych
trzech postaci:

® g, Sp Sc qq4: maszyna w stanie g, czytajaca symbol S, wyma-
zuje go i wpisuje w jego miejsce symbol S., po czym zmienia
stan na qq,

® g, Sp R q4: maszyna w stanie q,, czytajaca symbol Sy prze-
suwa si¢ o jedno pole w prawo, po czym zmienia stan na
dd,

e g, Sp L gq: maszyna w stanie q,, czytajaca symbol S, prze-
suwa si¢ o jedno pole w lewo, po czym zmienia stan na gqg,

Zbiér instrukcji powinien byé skonczony i niesprzeczny. Nie-
sprzeczno$¢ oznacza, ze nie ma takich instrukcji, ktére miatyby
takie same przestanki g, Sy, a zadalyby wykonania réznych dzia-
tan.

Jak widaé, mozna wyliczy¢ wiele wymagan co do skoniczonosci
roznych parametréw maszyny Turinga: skonczona liczba stanéw
wewnetrznych, symboli taémowych, instrukcji, gtowic, taém i ob-
serwowanych w jednym kroku pél. Wérdd nich szczegdlnie jedno
przywoluje skojarzenie z filozofig Leibniza — zatozenie o skonczo-
nej liczbie stanéw wewnetrznych.

Uzasadniajac adekwatnos¢ swojej teorii jako formalnego ujecia
obliczalnosci, Turing analizuje dziatanie rachmistrza przeprowa-
dzajacego obliczenia. Uzasadnia miedzy innymi, ze sensowne jest
zalozenie, iz glowica maszyny ,,obserwuje” jedynie skoniczona licz-
be pdl tasmy !, bo takze czlowiek jest w stanie objaé¢ wzrokiem
zaledwie skonczony zapis. Turing przekonuje, ze mozemy postu-
giwaé sie jedynie skonczong liczba symboli taSmowych, bo gdy-

1¥atwo pokazaé, ze maszyna obserwujaca jedynie jedno pole tasmy jest
rownowazna takiej, ktora obserwuje tych pdl dowolna skonczona liczbe.
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by bylo ich wiecej, to nie umielibyémy ich w koncu rozrézniaé'2.

Wreszcie twierdzi, ze na podobnej zasadzie niemozliwa jest nie-
skoniczona liczba dopuszczalnych stanéw wewnetrznych — odpo-
wiednika stanéw umystu rachmistrza — bo wdwczas, podobnie
jak w przypadku symboli tadémowych, réznityby sie one nieskon-
czenie mato od siebie, a wiec bylyby praktycznie nierozréznialne.
Sadze, ze to ostatnie wnioskowanie jest naduzyciem. C6z bowiem
szkodzi nasza niewiedza, nasza nieumiejetnosé rozrézniania sta-
néw umystu ich faktycznie infinityzemalnie matym réznicom?'3
Jako przyktad metafizyki, w ktorej twierdzenie o swego rodzaju
Ldyskretyzacji” standéw umystu jest nieprawdziwe, mozna podaé
chociazby stawna monadologie — zgodnie z nia wszak w mona-
dzie odbija sie Wszechéwiat, ktéry jest nieskonczony'® i w ktérym
zmiany przebiegaja w sposob ciagly.

Czy mozliwe jest stworzenie rachunku (calculus ratiocinator?),
ktory ,radzitby sobie” z opisem relacji w takim Swiecie? Nie wia-
domo. Jesli teza Churcha jest prawdziwa, nie jest to mozliwe. O to,
czy jest prawdziwa, wcigz tocza sie spory.

Jak sadze, z powyzszych rozwazan mozna wysnu¢ nastepujace
wnioski:

e Samo twierdzenie Godla nie obalito programu Leibniza, dzie-
ki niemu jedynie wskazane zostaly ograniczenia systemdow
formalnych spelniajacych $cisle okre$lone warunki. (Nie wi-
daé dlaczego lingua characteristica nie mialaby istnieé).

e Cho¢ mozliwe jest budowanie systeméw opisujacych rzeczy-
wistos¢ lepiej niz rachunek predykatéw pierwszego rzedu i je-

2Por. A. Turing, ,,On Computable Numbers, with an Application to the
Entscheidungsproblem”, Proceedings of the London Mathematical Society,
ser. 2, vol. 42 (1936-7), s. 249.

13Trzeba przyznaé, ze Turing rozwaza takze sposéb wyeliminowania stabo
okreslonych ,stanéw umystu” z analizy obliczalnosci, ale moim zdaniem nie
udaje mu sie to do konca.

Por. zalozenie o skonczonej liczbie obserwowanych pél — twierdzenie to
mozna przyja¢ w odniesieniu do potocznego rozumienia, Swiadomej ,obserwa-
cji”, ale nie do ,dziatania” i ,doznawania” na poziomie monad.
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zyki elementarne, to na razie nie dysponujemy odpowied-
nim dla nich narzedziem wnioskowania. Ani wypracowana
w szkole Hilberta metoda dowodu, ani inne ,,obliczalne srod-
ki” nie sa wystarczajace.

e Jedli teza Churcha—Turinga jest prawdziwa, to nie istnieje
efektywna metoda pozwalajaca na rozstrzyganie wszystkich
probleméw!®.

e Program Leibniza poszukiwania calculi ratiocinatoris pozo-
staje wciaz aktualny.

o Wydaje sig, ze jego realizacja wymagalaby wynalezienia sku-
tecznego sposobu ,okielznania nieskonczonosci”, co zreszta
genialny filozof przewidzial.

Leibniz przewidywal réwniez, ze odkrycie tego rachunku jest
w zasiegu ludzkich mozliwosci. Czy mial racje? Godel wierzyl, ze
(przynajmniej na terenie matematyki) tak.

15Teza Churcha~Turinga nie zostata dotad udowodniona i nie wydaje sie, by
mogta zosta¢ udowodniona za pomocg znanych obecnie technik. Zagadnienie
to, szeroko dyskutowane, swiadomie pominetam; najczesciej wskazuje sie, ze
w tezie Churcha poréwnuje sie $cisle okreslone pojecie funkcji obliczalnej za
pomoca maszyn Turinga (lub funkcji rekurencyjnej, A-definiowalnej, itd. —
znaleziono wiele réwnowaznych, jak si¢ pdzniej okazato, rachunkéw, co samo
w sobie wydaje sie przemawiaé na korzysé tezy Churcha) z intuicyjnym po-
jeciem funkcji efektywnie obliczalnej. To ostatnie za$ niemal z zalozenia nie
moze zostaé opisane formalnie (taka formalizacje proponuje si¢ wlasnie w te-
zie Churcha, rzecz polega na tym, czy propozycja ta jest uzasadniona), wiec
i formalny dowéd nie jest mozliwy.
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Twierdzenia Godla a niemechanicznosé
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Twierdzenia Godla, jak réwniez inne twierdzenia z grupy tzw.
twierdzen limitacyjnych, stwarzaja mozliwo$¢ formalizacji sporu
o nature umystu. Stanowig one mianowicie pewnego rodzaju test,
ktory powinny przejéé teorie mechanistyczne!. Schemat argumen-
tacji antymechanistycznej z wykorzystaniem twierdzen limitacyj-
nych sprowadza sie zazwyczaj do nastepujacego rozumowania.
Punktem wyjécia jest odnotowanie pewnych, stosunkowo precy-
zyjnie ustalonych faktow, zwiazanych z dziatalnoscia umystu, mia-
nowicie wytworéw umystu w dziedzinie matematyki. Gdyby umyst
byt maszyna, maszyna taka powinna by¢ réwnowazna umystowi co
najmniej pod wzgledem tych wytworéw. Antymechanicysci prébu-
ja wiec wykazaé, ze maszyny, zgodnie z twierdzeniami limitacyj-
nymi, podlegaja ograniczeniom, podczas gdy umyst takim ograni-
czeniom nie podlega, o czym $wiadcza wiaénie faktyczne wytwory
umystu. W zwigzku z tym maszyna nie jest w stanie wytworzy¢
tego, co potrafi wytworzy¢ umyst i w konsekwencji umyst nie mo-
ze by¢ maszyng?. W omawianym w dalszej czedci tekstu tzw. ar-
gumencie Lucasa, autor argumentu prébuje wykazaé, ze zgodnie

LPor. J. Woleiski, ,,Metamatematyka a filozofia”, Zagadnienia Filozoficzne
w Nauce, 6 (1984), 10; J. Zycinski, ,Metafilozoficzne nastepstwa twierdzen
limitacyjnych”, Studia Philosophiae Christianae, 24 (1988), 1.

Warto zauwazyé, ze wnioskowanie odwrotne nie jest oczywiste, jak sadza
byé moze zwolennicy tzw. testu Turinga. To, ze maszyna bytaby réwnowazna
umystowi pod wzgledem pewnych lub nawet wszystkich wytworéw, nie musi
oznaczac¢, ze umyst jest maszyna. Wytworom umystu mogtyby przyktadowo
towarzyszy¢ pewne subiektywne przezycia (tzw. qualia), ktére nie towarzyszy-
tyby wytworom maszyny.
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z twierdzeniami Godla jest niemozliwe, aby jakakolwiek maszy-
na Turinga zweryfikowala wszystkie te twierdzenia arytmetyczne,
ktore umyst ludzki jest w stanie uznaé za prawdziwe, co ma wla-
$nie obali¢ mechanistyczna koncepcje umystu.

Tradycyjne stanowisko antymechanistyczne w kwestii umystu
wyraza sie tym, ze uwaza si¢ umysl, resp. dusze, za byt ontolo-
gicznie odrebny od $wiata zmystowego. Takie stanowisko wyklu-
cza mechanicznos¢ umystu per definitionem, poniewaz znaczenie
terminu mechanizm czy automat sugeruje, ze jest to obiekt de-
terministyczny, nalezacy do $wiata fizykalnego, podczas gdy dusze
uwaza sie za niematerialng i wolna.

Stanowisko takie okreéla si¢ tradycyjnie mianem dualizmu.
Klasycznymi jego przedstawicielami sg Kartezjusz oraz Platon.
Stanowisko Platona jest o tyle szczegdlne, ze wielu wspotczesnych
matematykow sklania sie¢ w kwestii istnienia obiektéw matema-
tycznych do pewnej wersji platonizmu. Platonizm matematycz-
ny przypisuje obiektom matematycznym byt w sensie idei platon-
skich, z ktérymi umyst ludzki moze mieé bezposredni (intuicyjny)
kontakt. W takim $wiecie kazda formuta matematyczna jest albo
prawdziwa albo falszywa.

Dualizm kartezjanski stal si¢ ostatnio etykieta dla wszystkich
stanowisk antymechanistycznych, choé¢ jest to nieco niezyczliwa
interpretacja stanowiska Kartezjusza3. Kartezjusz zapoczatkowal
w nowozytnej filozofii tendencje radykalnego odrézniania umystu
i faktow mentalnych od ciata i Swiata zmystowego. Jezeli ktos, jak
to czynili o$wieceniowi materialisci, zaprzeczal dualizmowi Kar-
tezjusza, przejmowal na siebie obowigzek dowodu obalajacego.
Wspblczesnie wiekszo$¢ filozoféw opowiada sie przeciwko duali-
zmowi w sensie kartezjanskim. Przyjmuje sie, niecalkiem stusz-
nie, ze ciezar dowodu spoczywa na tych, ktérzy prébuja utrzymacé
nieredukowalnos¢ umystu do materii. Wymaga tego, by tak rzec,
»polityczna poprawnosé”. Jest to o tyle nie fair, ze zaréwno zwo-

3Por. J. R. Searle, Umyst na nowo odkryty, PIW, Warszawa 1999.
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lennicy jak i przeciwnicy mechanicyzmu postuguja sie w zasadzie
argumentami preferencyjnymi o, mniej wiecej, podobnej sile.

Spor o umyst wydaje sie bardziej interesujacy na gruncie na-
turalizmu, niz w paradygmacie klasycznego dualizmu. Zjawiska
mentalne uwaza sie wtedy za pochodne wzgledem zjawisk fizycz-
nych, cho¢ dopuszcza sie niekiedy istnienie subiektywnej, nieredu-
kowalnej do obiektywnego poziomu fizykalnego, sfery psychicznej.
Stanowisko takie jest okreslane mianem emergentyzmu. Koncepcja
sztucznej inteligencji (zwana czasem silng Al) jawi sie w tym kon-
tekscie, jako stanowisko skrajnie mechanistyczne i optymistyczne
ze wzgledu na wiare w mozliwoéci nauki*. Bardziej umiarkowani
naturalidci, na przyktad Searle, zgadzaja sie z tym, ze umyst jest
quasi—fizykalnym systemem przejawiajacym funkcje komputacyj-
ne, niemniej twierdza, ze globalne mozliwoéci umystu przekracza-
ja mozliwoéci komputeréw w sensie von Neumanna. Co wiecej,
uwaza sie rOwniez, ze zaden komputer, rozumiany jako skonczo-
ny automat (ang. Finite State Machine), nie osiagnie poziomu
istotnie inteligentnych zachowan nawet w przyszlosci, bez wzgledu
na intensyfikacje parametréow, takich jak rozmiar pamieci, czesto-
tliwos¢ taktowania, etc. Dotyczy to rowniez tzw. sztucznych sieci
neuronowych, jezeli przyjmiemy, ze takze w przysztosci beda dzia-
ta¢ w sposéb deterministyczny, przy czym ich determinizm mozna
wyrazi¢ formuta ,output réwna sie input” — tyle dostaniemy na
wyjsciu, ile sami wlozymy do systemu na wejsciu.

Kokok
Mniej wiecej czterdziesci lat po sformutowaniu przez Godla

jego twierdzen o niezupelnosci pojawita sie argumentacja J. R.
Lucasa®. Uzasadnia on teze, ze umyst przewyzsza maszyne, czyli,

4Zwolennicy silnej AI glosza, ze umys? jest automatem, ktéry w zasadzie
réwnowazny jest zwyklym komputerom.

5J. R. Lucas, ,Minds, Machines and Go6del”, Philosophy 36, 112-127. Por.
rowniez J. R. Lucas, The Freedom of the Will, Oxford Univ. Press, Oxford
1970.
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wbrew zwolennikom sztucznej inteligencji (AI), nie jest kompu-
terem. Argumentacje te mozna stresci¢ nastepujgco: twierdzenie
Godla méwi, ze w kazdej, odpowiednio bogatej (zawierajacej aryt-
metyke liczb naturalnych) i niesprzecznej teorii, istnieje zdanie
o liczbach naturalnych, ktére nie jest w tej teorii dowiedlne, nie-
mniej (w metateorii) mozna pokazaé, ze zdanie to jest prawdziwe.
Efektywnie dana teoria, tzn. oparta o rozstrzygalny zbior aksjo-
matéw, a wiec réwniez maszyna w sensie Turinga, nie jest w stanie
dowies¢ zdania Godla, o ile ma pozostaé niesprzeczna. Umyst na-
tomiast umie pokazaé¢ prawdziwos$é tego zdania w modelu danej
teorii, przy czym zaklada sie, jako oczywiste — przynajmniej w in-
tuicyjnym sensie, ze umyst jest niesprzeczny. Umyst potrafi wiec
zweryfikowaé zdanie Godla, podczas gdy maszyna tego nie potrafi,
co $wiadczy o tym, ze umyst nie moze by¢ maszyna. Gdy dopusci-
my sprzeczno$¢ maszyny, to moze ona, zgodnie z prawami logiki,
dowie$é¢ dowolnego zdania, wtedy jednak nie chcemy uwazaé jej za
réwnowazng umystowic.

Formalna krytyka argumentéw Lucasa oraz innych, podobnie
myélacych autoréw’, opiera sie na dwojakiej strategii. Pierwsza
grupa argumentow zmierza do wykazania, ze na podstawie samych
tylko twierdzen Goédla nie da sie wykluczyé tego, iz mozemy by¢
maszynami (niesprzecznymi). Wsréd zwolennikéw tego typu ar-
gumentacji wymieni¢ mozna m. in. samego Godla, Wanga oraz
Benacerrafa. Druga grupa autoréw, na przykilad Putnam, uwaza
z kolei, ze nie da sie wykluczy¢ sytuacji, iz mozemy by¢ maszynami,
aczkolwiek sprzecznymi, poniewaz to, iz umyst umie zweryfikowaé
zdanie Godla, moze wynikaé¢ wtasnie z tego, ze jest sprzeczny.

Aby rozwazyé¢ argumenty metalogiczne przeciwko stanowisku
Lucasa, niezbedna jest dokladniejsza analiza zalozen jego rozumo-
wania. Przede wszystkim nalezy sprecyzowadé, co bedziemy uwazaé

5Nie bierze sie tutaj pod uwage zarzutu, ze to, iz umyst umie zweryfikowaé
zdanie Gédla, moze wynikaé¢ wlasnie z tego, iz jest sprzeczny.

"Por. R. Penrose, Nowy umyst cesarza, PWN, Warszawa 1995 oraz R. Pen-
rose, Cienie umystu, Zysk i S—ka, Poznan 2000.
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za maszyne. Intuicyjnie, maszyng jest skonczony automat dziala-
jacy w sposéb algorytmiczny. Zaklada sie wiec, ze maszyna musi
mieé¢ skonczong liczbe mozliwych stanéw, a jej program musi daé
sie wyrazi¢ skonczonym tekstem. Pomimo tych, zdawaloby sie sil-
nych zatozen, wglad w mozliwoéci maszyny nie jest trywialny. Na-
wet odpowiedz na pozornie proste pytanie, czy maszyna zakonczy
prace w skonczonym czasie, przerasta mozliwosci kazdej maszyny.
Innymi stowy, nie istnieje efektywna procedura rozstrzygajaca to
pytanie dla dowolnej maszyny Turinga.

Wazng cecha maszyn jest determinizm, tzn. dziatanie maszyny
jest w pelni opisane przez jej program, dane wejSciowe oraz stan
w jakim sie znajduje. Mozna wiec przyjac, ze maszyna puszczona
w ruch w tej samej konfiguracji, bedzie zawsze dziala¢ identycznie.
Z punktu widzenia obserwatora zewnetrznego czas maszyny jest
dyskretny, maszyna ,wie” jedynie, ze zawsze znajduje sie w jakims
stanie wewnetrznym. Pytanie o to, jak dtugo trwa przejscie od jed-
nego stanu drugiego, jest z punktu widzenia maszyny bezsensowne.
Na koniec wypada zgodzi¢ sie co do tego, ze jedli umyst jest w sta-
nie wykonaé¢ pewne operacje w skoniczonym czasie, to maszyna,
o ile ma by¢ rownowazna umystowi, musi wykonaé¢ te same ope-
racje, wzglednie osiagnaé te same wyniki, rowniez w skonczonym
czasie, aczkolwiek dowolnie dlugim.

Matematyczng formalizacja opisanego powyzej automatu jest
tzw. maszyna Turinga, ktéra jest idealizacja ,,zwyklego” kompute-
ra i jest mu réwnowazna pod wzgledem efektéw dziatania®. Takie
rozumienie automatu pokrywa sie z intuicyjnym pojeciem algo-
rytmu. Zgodnie z tzw. tezg Churcha, intuicyjne pojecie algoryt-
mu nie jest szersze od matematycznego pojecia maszyny Turinga.
Z kolei klasa obliczanych przez nia funkcji rownowazna jest tzw.

8Dotyczy to réwniez sztucznych sieci neuronowych. Zachowanie takiej sie-
ci mozna symulowa¢ na zwyklym komputerze. Nie jest jednak oczywiste, czy
sieci takie nie ,wymkng si¢” z ograniczen determinizmu, gdy zaczng wykorzy-
stywaé ewentualne niedeterministyczne efekty, ktore, jak uwazaja niektérzy,
sa mozliwe na gruncie wspélczesnych lub przysztych teorii fizycznych (por.
R. Penrose, Nowy umyst cesarza, op. cit.).
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klasie funkcji rekurencyjnych®. Inaczej méwigc, wszystko to, co
wedlug naszych intuicji mozna osiggnaé¢ w sposéb automatyczny,
mozna réwniez osiagnaé uzywajac odpowiednio zaprogramowanej
maszyny Turinga. Turing pokazal, ze nawet wprowadzenie elemen-
tu quasi—indeterministycznego, np. w postaci losowania zachowa-
nia maszyny w nastepnym kroku ze skonczonej liczby mozliwoéci,
nie wyprowadza poza zwykle, deterministyczne maszyny.
Maszyna Turinga jest réwnowazna pewnemu systemowi for-
malnemu, wyrazonemu w jezyku I rzedu. System taki jest dany
przez zbiér aksjomatéw i regut dowodzenia, co do ktorego zakta-
damy, ze jest rozstrzygalny'®, tzn. istnieje efektywna procedura,
pozwalajaca odrozni¢ aksjomaty od pozostalych wyrazen jezyka.
W tak zdefiniowanym jezyku zbiér wszystkich formutl, ktére moz-
na udowodni¢ w oparciu o aksjomaty i reguly tego systemu, jest
efektywnie przeliczalny!!, tzn. istnieje algorytm, ktéry umie roz-
pozna¢ dowody formalne wérdéd wszystkich (skoficzonych) tekstéw
tego jezyka. Nie jest natomiast efektywnie przeliczalny zbiér for-
mul nie bedacych twierdzeniami systemu. Inaczej moéwiac, jezeli
dowolna formuta jest twierdzeniem systemu, to maszyna potra-
fi znalez¢ dowdd tej formulty w skoniczonym czasie. Maszyna nie
potrafi natomiast orzec w skonczonym czasie o dowolnej formule,
ze nie posiada ona dowodu w tym systemie. W dalszych rozwaza-
niach maszyna bedzie per definitionem uwazana za niesprzeczna,
gdy odpowiadajaca jej teoria elementarna jest niesprzeczna.
Godel pokazal, ze dowolny tekst (wyrazenie sensowne), utwo-
rzony w jezyku zbudowanym w oparciu o logike elementarna (I rze-

9Istniejg jeszcze inne réwnowazne matematyczne definicje pojecia obliczal-
nosci, np. A-rachunek Churcha. Fakt istnienia wielu, powstalych niezaleznie
od siebie, rownowaznych definicji obliczalnosci uwazany jest za dobre uzasad-
nienie tezy Churcha.

107s0dnie z twierdzeniem Craiga zalozenie to mozna ostabié. Wystarczy,
aby zbiér aksjomatéw byt efektywnie przeliczalny.

"Dowdd jest to na mocy definicji skoficzony ciag formul, z ktérych kazda
jest albo aksjomatem, albo przestanka, albo powstaje z poprzednich na mocy
regul dedukcji oraz konczacy sie formuts, ktéra ma by¢ dowiedziona.
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du), ze skonczonym zbiorem symboli pozalogicznych!'?, mozna,
w efektywny sposéb zakodowaé, w sposob jedno—jednoznaczny,
liczba naturalna. Tak wiec wszystkich tekstéw, utworzonych z wy-
razen tego jezyka nie moze by¢ wiecej niz liczb naturalnych. Efek-
tywna procedura odwrotna pozwala odtworzyé¢ teksty na podsta-
wie ich kodéw, przy czym zbiér wszystkich kodéw tekstéw danego
jezyka jest rozstrzygalny (procedura ,umie” stwierdzi¢ czy dana
liczba naturalna jest kodem jakiego$ tekstu, czy nie). Poniewaz
dowolna dedukcja, bedaca na mocy definicji skonczonym ciagiem
wyrazen jezyka, jest rowniez tekstem, zatem liczba naturalna przy-
porzadkowana tej dedukcji, zwana numerem Godla, musi znalezé
sie na lidcie wszystkich liczb naturalnych. Mozna ponadto w spo-
sOb efektywny stwierdzi¢ czy dany tekst jest poprawnym dowo-
dem, czyli wszystkie dowody formalne mozna efektywnie ustawié
w cigg. Mozemy zatem rozwazania o systemach formalnych spro-
wadzi¢ do rozwazan o liczbach naturalnych — zamiast o formutach
wystarczy méwi¢ o liczbach. Ponadto pewne interesujace wlasno-
$ci metasystemowe, jak np. dowodliwos¢, daja sie wyrazi¢ poprzez
relacje zachodzace miedzy liczbami naturalnymi. W szczegdlnosci
ograniczenia formalne arytmetyki beda ,,przenosity sie” na wyra-

zony w niej system!>.

127alozenie to réwniez mozna ostabié, zbiér symboli pozalogicznych moze
by¢ nieskonczony, wystarczy, by byl rozstrzygalny, por. R. Murawski, op. cit.,
ss. 84 nn.

13Warto zwrécié w tym miejscu uwage na pewien interesujacy fakt. Otéz
jezeli zgodzimy sie, ze kazdy algorytm musi dac sie wyrazié¢ przy pomocy skon-
czonego tekstu, to wynika z tego, iz wszystkich algorytmoéw nie moze by¢ wie-
cej niz liczb naturalnych, czyli przeliczalnie wiele. Rowniez wszystkich maszyn
Turinga jest nie wigcej niz przeliczalnie wiele. Kazdy algorytm jest formalnie
réwnowazny pewnej funkcji naturalnej (N — N), wiadomo jednak, ze wszyst-
kich funkcji naturalnych jest, zgodnie z twierdzeniem Cantora, nieprzeliczalne
wiele, czyli istotnie wiecej. Wynika stad, ze pewne funkcje naturalne nie daja
sie obliczy¢ w sposéb algorytmiczny. Pewne procesy myslowe (prowadzace od
pewnych tekstéw do innych tekstéw, a zatem dajace sie pomysleé jako funkcje
naturalne) nie moga by¢é wiec przeprowadzone w sposéb algorytmiczny.



Twierdzenia Gédla a niemechanicznos$é umystu (cz. 1) — 153

Maszyna Turinga, aby by¢ modelem umystu, musi by¢ dosta-
tecznie ,bogata’. Zadamy co najmniej tyle, by zawierala ona aryt-
metyke, czyli byla rownowazna umystowi pod wzgledem zdolnosci
arytmetycznych. Maszyna taka powinna dla przyktadu umie¢ od-
powiadaé na pytanie, czy konkretna formuta arytmetyczna jest dla
niej twierdzeniem, czy nie. MoglibySmy umowi¢ sie, ze formuta jest
dowiedziona przez maszyne wtedy, gdy po wprowadzeniu danej
formuty ,na wejécie” formule tej bedzie towarzyszy¢ jaki$ ustalo-
ny znak ,na wyjsciu”, np. zapalenie sie zielonej lampki. Wszystkie
(i tylko te) formuly, ktére pojawia sie na wyjsciu systemu w obec-
nosci zielonego $wiatla, moga by¢ uznane za twierdzenia maszyny.

KKk

Traktujac teze o mechanicznosci umystu powaznie, mozna
probowaé¢ uwazaé¢ umyst za efekt ewolucji prostszych systeméw
qusi—inteligentnych. Mechanizm nie obdarzony $wiadomog$cia mo-
ze ,stwierdzi¢” jedynie proste fakty, przy czym nie jest w stanie
dokonaé aksjologicznej oceny owych faktéw. Powtarzajace sie, dtu-
gie czasy poszukiwania rozwiazan, mierzalne ,zegarem biologicz-
nym” systemu, mogly spowodowaé¢ pojawienie sie¢ dodatkowych
regul dziatania, poczatkowo nieSwiadomych, pozwalajacych reago-
waé w sytuacjach przedtuzajacych si¢ poszukiwan. Jednym z ta-
kich mechanizméw moégt byé mechanizm pozwalajacy oszacowad
czas poszukiwan, aby zareagowaé w sytuacji niekorzystnej z punk-
tu widzenia egzystencji systemu. Jest to catkiem rozsadna hipoteza
— systemy biologiczne w przyrodzie podlegaja obiektywnej presji
co do skutecznoéci swoich dzialan w sytuacjach decyzyjnych. Me-
chanizmy podejmowania decyzji w przypadkach nierozwiazywal-
nych, a taka byloby wtaénie dla systemu formalnego zdanie nieza-
lezne, sa niezbedne dla przetrwania systemu. Jednym z istotnych
mechanizmoéw, by¢ moze jednym z kamieni milowych na drodze do
uzyskania samo$wiadomosci, moglaby by¢ umiejetnosé oceniania
mozliwych rozwigzan z punktu widzenia dobra systemu przeciw-
stawionego otaczajacej go rzeczywistoéci. Oceniajac pewng sytu-
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acje jako krytyczna (ze wzgledu na czas poszukiwania decyzji),
system przechodzitby do rozwazan metajezykowych nad sama ta
sytuacja. W naszym przypadku taka sytuacja krytycznag dla sys-
temu sa wlasnie zdania Godla (G7). Mechanicysta bedzie argu-
mentowal, ze metajezykowe rozwiazanie problemu dowodliwosci
zdan G nie wymaga pozamechanicznych zdolnoéci, lecz powstato
w wyniku przystosowania sie organizméw (algorytméw) do rzeczy-
wistosci.

Jednym z kluczowych punktéw w sporze o konsekwencje twier-
dzen Godla dla filozofii umystu jest problem niesprzecznosci, za-
rowno umystu jak i maszyny. Maszyna, twierdzi sie, aby doréw-
nywa¢ umystowi musi byé niesprzeczna, poniewaz umyst jest nie-
sprzeczny, choé¢ argumenty za niesprzecznoscig umystu moga by¢
tylko nieformalne!. Z drugiej strony, kazdy system, w ktérym ist-
nieje zdanie niedowodliwe, nie moze by¢ formalnie sprzeczny, po-
niewaz, przez kontrapozycje, gdyby byl sprzeczny, to nie istnialo-
by zdanie formalnie niedowodliwe w tym systemie. W rozwazanej
argumentacji za wyzszoscia umystu postepujemy jednak odwrot-
nie. Chcemy mianowicie wykazaé, ze wlasnie umiemy udowodnié¢
zdanie Godla, niedowodliwe w rozwazanym systemie formalnym,
reprezentowanym przez maszyne. Musimy zatem niezaleznie zalo-
zy¢ nasza niesprzecznosSé. Aby argumentacja byta konkluzywna,
trzeba nie tylko wykazaé, ze umyst potrafi dowies¢ zdania Godla,
lecz dodatkowo tego, ze jest niesprzeczny. Jak wynika z drugie-
go twierdzenia Goédla, zadna maszyna nie jest w stanie dowiesé
wlasnej niesprzecznosci, poniewaz nie jest mozliwe dowiedzenie
niesprzecznosci systemu formalnego w tym samym systemie. Po-
niewaz umyst réwniez nie potrafi formalnie dowie$¢ wilasnej nie-
sprzecznosci, nie mozemy w punkcie wyjscia rozwazan wykluczy¢,
ze jest sprzeczna maszyng. Brak formalnego dowodu na niesprzecz-
no$¢ umystu ogranicza wiec role twierdzen Godla w rozwazanym
sporze.

MMozliwy jest jedynie formalny dow6d niesprzecznosci pewnego fragmentu
umystu w oparciu o $rodki ,wykraczajace” poza ten fragment.
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Intuicyjnie nasza niesprzeczno$¢ wydaje nam sie oczywista —
nie uznajemy przeciez dowolnego stwierdzenia wierzac, ze przynaj-
mniej niektére z nich sa nieprawomocne, nieprawdziwe, czy w ja-
kikolwiek inny sposéb zdyskwalifikowane. Z drugiej strony, czesto
zdarzaja sie przypadki, i to nie tylko w codziennym uzyciu umy-
stu lecz rowniez w praktyce matematycznej, ze niedozwolone wnio-
skowania nie od razu sa rozpoznawane'®. Niemniej jednak postulat
niesprzecznoéci jest ,idea regulatywna’. Wydaje sie, ze umyst mo-
ze by¢ sprzeczny najwyzej potencjalnie — nigdy aktualnie, w spo-
sOb jawny, przynajmniej w matematyce. Matematycy deklaruja, ze
beda zwalczaé sprzeczno$é¢ zaréwno w swoich pogladach, jak i w
pogladach innych, co wiecej, jak nikt inny sie do tego stosuja. By¢
moze sama ta deklaracja wystarczylaby juz jako nieformalny do-
wod niesprzecznosci umystu gdyby nie to, ze nie mozna wykluczy¢
sytuacji, w ktorej rozpoznanie sprzecznosci okaze sie niewykonal-
ne z powodu komplikacji teorii'®. Wiele oséb gtosi, §wiadomie lub
nie, sprzeczne poglady, nic sobie z tego nie robiac. Matematyk
gloszacy sprzeczne poglady zostalby zdyskwalifikowany przez spo-
teczno$é matematykéw. Matematycy przyjmuja za oczywista teze,
iz sprzecznos¢ umyshui powinna oznaczaé eksterminacje réwniez
w kazdej innej dziedzinie. Przejawia si¢ tutaj implicite religijne
wrecz przekonanie, iz ,Swiat preferuje niesprzeczne umysty”. Teza
taka moze by¢ jednak potwierdzona najwyzej w sposéb empirycz-
ny, tzn. ewentualnie przez fakt, ze interakcja umystéow z rzeczywi-
stodcig fizykalng odbywa sie w sposéb niesprzeczny!”.

Cho¢ wielu autorow sadzi inaczej, nie mozna wykluczyé,
ze obowiazuje nas pewnego rodzaju psychologiczna zasada nie-

15Wystarczy wspomnieé choéby historie dowodu tzw. wielkiego twierdzenia
Fermata, zob. A. D. Aczel, Wielkie twierdzenie Fermata. Rozwigzanie zagadki
starego matematycznego problemu, Prészynski i S—ka, Warszawa 1998.

$por. Krajewski, op. cit., s. 111.

"W sferze ogdlnie pojetej kultury rzeczywistosé weryfikuje raczej, jak sie
wydaje, umiarkowang zdolnos¢ do sprzecznosci w przekonaniach jako korzyst-
niejsza z punktu widzenia sukcesu ewolucyjnego. Zdolnoé¢ te prébuje sie ostat-
nio okresla¢ mianem inteligencji emocjonalnej.
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sprzecznoéci'®. Teza taka moze mie¢ oczywiécie charakter jedynie
empiryczny. Niemozliwos¢ istnienia dwdch sprzecznych przekonan
w tym samym czasie, w jednym umysle, moze mieé¢ wiec przyczyny
poza(onto)logiczne. Niektérzy uwazaja'®, ze moga réwnoczeénie
mie¢ dwa sprzeczne przekonania w swoim umysle, cho¢ dla innych
wydaje sie to niemozliwe. Nielatwo jest zweryfikowaé stan posia-
dania takich dwoch sprzecznych przekonan, poniewaz nie jest to
fakt intersubiektywnie komunikowalny. Nalezy podkresli¢, ze czym
innym jest mie¢ dwa bezposrednio sprzeczne przekonania, a czym
innym jest rozwazanie dwéch sprzecznych przekonan?’. Ponadto
sprzeczno$¢ moze by¢ mniej lub bardziej bezposrednia. Niewiele
os6b jest prawdopodobnie sklonnych przyjaé, ze dwa razy dwa
rowna sie cztery i réwnoczesnie, ze dwa razy dwa nie réwna sie
cztery, lecz wielu ludzi przyjmuje za stuszne tezy, ktérych uzasad-
nienie opiera si¢ na btednym wnioskowaniu, przez co wspomniane
tezy moga pozostawal w sprzecznoéci z innymi wczedniej uzyska-
nymi twierdzeniami. W tym drugim przypadku sprzeczno$é jest,
mozna powiedzieé, ,,zaposredniczona” i w pewnym sensie nie$wia-
doma. Obiektami dobrze nadajacymi sie do testowania umiejet-
nosci posiadania sprzecznych przekonan moga by¢ antynomie, na
przyktad jakie$ szczegdllnie drastyczne sformutowanie antynomii
ktamcy lub ktéras z kantowskich antynomii czystego rozumu?!. Nie
jest wykluczone, ze zdolnos¢ posiadania niesprzecznych przekonan
jest stopniowalna (moze przejawiaé¢ sie w réznym stopniu u roz-

18R ozréznienie na ontologiczna, logiczna i psychologiczng zasade niesprzecz-
noéci pochodzi od Lukasiewicza, por. J. Lukasiewicz, O zasadzie sprzecznosci
u Arystotelesa, PWN, Warszawa 1987.

19Przyktadowo Lukasiewicz, por. op. cit.

20Tak, jak czym innym jest logika parakonsystentna a czym innym metaje-
zyk, w ktérym o niej méwimy.

2! Antynomie czystego rozumu Kanta dotyczg kwestii kosmologicznych. Dla
przyktadu pierwsza antynomie tworzy nastepujaca para twierdzen: ,Swiat po-
siada poczatek w czasie, a przestrzennie jest réwniez ograniczony” oraz ,Swiat
nie ma poczatku i nie ma granic w przestrzeni, lecz jest nieskonczony zardw-
no co do czasu, jak i przestrzeni”, I. Kant, ,Antynomia czystego rozumu” w:
Krytyka czystego rozumu, przektad R. Ingarden, Antyk, Kety 2001.
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nych ludzi) i uwarunkowana neurofizjologiczng struktura moézgu.
Jedli zgodzimy sie, ze przynajmniej w interakcji z rzeczywistoscia
fizykalna, posiadanie niesprzecznej reprezentacji tej rzeczywisto-
$ci sprzyja sukcesowi ewolucyjnemu jednostki, mozna oczekiwaé,
iz w moézgach zarowno czlowieka jak i zwierzat wyksztalcity sie
odpowiednie struktury sprzyjajace niesprzecznemu mysleniu.

Wspbdlczesne badania nad mdzgiem potwierdzaja teze, iz praca
mozgu wiaze sie ze zmiang rozkladu pewnej mierzalnej wielkosci
fizycznej. Gdyby przyjaé, ze myslenie jest uwarunkowane stanami
mozgu, procesy myslowe moglyby byé zdefiniowane przez zmiany
tej wielkosci, na przyktad przez funkcje potencjatu, analogicznie
do opisu rozktadu potencjatu elektrycznego w pewnej przestrzeni
(okreslony obszar moézgu moglby by¢ rozpatrywany jako wirtu-
alne Zrédlo potencjatu). Jest prawdopodobne, ze dwém sprzecz-
nym przekonaniom odpowiadalyby antysymetryczne rozktady po-
tencjaléw. Posiadanie dwdch sprzecznych przekonan bytoby wiec
z energetycznego punktu widzenia stanem wysoce niestabilnym.
Nie jest wykluczone, ze moézgi moga réznié sie pewnymi parame-
trami, analogicznie jak dwa elektryczne zrédla napiecia réznia sie
oporem wewnetrznym. Mézgi charakteryzujace sie wysokim ,,opo-
rem wewnetrznym” bylyby bardziej stabilne, bardziej odporne na
krytyczne polaczenia, w tym wypadku réwniez na sprzecznosé.
Duza odpornosé na sprzecznosé mogtaby powodowaé jednak sil-
ne oslabienie ,sygnatu”, a w zwiazku z tym utrudniaé przepro-
wadzanie dtugich wnioskowan. Réznice indywidualne, zwigzane
ze zdolnosciami przeprowadzania rozumowan matematycznych, sa
oczywistym faktem empirycznym. Kazdy chyba, kto zajmowal sie
matematyka, a w szczegdlnosci analizowal dowody matematycz-
ne, wie dobrze, ze rozumienie poszczegdlnych krokéw dowodu to
nie to samo, co rozumienie dowodu jako catosci. W oparciu o po-
wyzszy model dzialania moézgu mozna zaryzykowac hipoteze, ze
rozumienie pewnego wnioskowania wymaga jednoczesnego i sta-
bilnego uaktywnienia odpowiednich obszaréw moézgu, odpowiada-
jacych poszczegbélnym krokom dowodowym. Zdolno$é powtdérnego
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przeprowadzenia dowodu wymagalaby odtworzenia odpowiednie]
struktury polgczen. Sprzeczno$é we wnioskowaniu powodowataby
niestabilno$é¢ rozumowania. Moézgi cechujace sie wieksza odporno-
$cia na sprzecznosé nie bylyby zdolne do przeprowadzania dtugich
wnioskowan, poniewaz sygnal moégtby by¢ silniej ttumiony podczas
przejécia przez kolejne obszary i dla dtugich wnioskowan brakowa-
toby energii. Warto zauwazy¢, ze myslenie o dwdch sprzecznych
przekonaniach, w przeciwienstwie do posiadania dwdch sprzecz-
nych przekonan, nie musi w powyzszym modelu prowadzié¢ do nie-
stabilnoéci. Na zakonczenie tych rozwazan nalezy podkresli¢, ze
sg to jedynie dos¢ ostrozne spekulacje, niemniej dzisiejsze meto-
dy badania mézgu?? stwarzaja warunki, by taka hipoteze uczynié
przedmiotem sensownego programu badawczego.

k%%

Zaktadajac, ze badany system formalny jest niesprzeczny, moz-
na, na mocy twierdzenia Godla, wskazaé formute G, ktéra nie jest
dowiedlna w tym systemie. Wykluczona jest zatem sytuacja, ze
maszyna zweryfikuje zdanie G, pojawiajace sie na jej wyjéciu®3.
Nie wypowiadamy zadnych uwag na temat tego, czy maszyna ro-
zumie zdanie G, czy nie, jak réwniez nie wymagamy od niej de-
klaracji co do prawdziwosci zdan. Jest to o tyle istotne, ze zdanie
G jest tak skonstruowane, ze mowi o sobie, iz nie jest dowiedlne
w rozwazanym systemie formalnym, czyli fakt jego niedowodliwo-
$ci $wiadczy o jego prawdziwosci. Umyst uznaje to za oczywiste,
w oparciu o rozumienie znaczenia tego zdania®*. Poniewaz maszy-
na tego nie potrafi, ma to swiadczy¢ o jej podrzednosci w stosunku

22Na przyklad metoda rezonansu magnetycznego.

BTwierdzenie Gédla méwi nawet wiecej. Przy pewnych dodatkowych zato-
zeniach (ktére nie sa konieczne, co wykazal Rosser, J. Rosser ,Extensions of
Some Theorems of Godel and Church”, Journal of Symbolic Logic, 1 (1936),
87-91, por. réwniez R. Murawski, op. cit., s. 94), maszyna nie zweryfikuje
réwniez zdania —~Gr.

2 Prawdziwosé zdania Godla mozna uzasadnié bardziej formalnie. Jezeli ba-
dany system formalny jest niesprzeczny, to na mocy twierdzenia o petnosci,
ma model, w ktérym kazde zdanie, nalezace do jezyka tego systemu, jest badz
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do umyshu — umiejetnoéé¢ wykraczania poza system ma Swiadczy¢
o niemechanicznos$ci umystu. Nalezy tutaj zwroci¢ uwage na pewna
istotna rzecz. Jezeli rzeczywiscie zawieszamy teze o niemechanicz-
nosci umystu na potrzeby argumentacji, to samo przypisywanie
umystowi wgladu w prawdziwos$é¢ zdania Godla nalezy traktowad
ostroznie. Przede wszystkim zdolnosé orzekania prawdziwosci mo-
ze by¢ spowodowana faktem, iz umyst jest sprzeczny. Jezeli umyst
nie jest sprzeczny, to prawdziwos¢ zdania Godla wynika rzeczywi-
Scie ze spojrzenia na zdanie Godla z poziomu metajezyka i odwo-
tania si¢ do semantyki. Prawdziwos¢ zdania Godla nie moze by¢
jednak rozumiana absolutnie, poniewaz nie we wszystkich mode-
lach, w ktérych prawdziwe sa wszystkie inne twierdzenia produ-
kowane przez maszyne, zdanie to jest prawdziwe. To, ze umyst
uznaje za prawdziwe zdanie G a nie jego zaprzeczenie, jest $cisle
rzecz biorac arbitralne — moze wynikaé¢ przyktadowo z powoddéw
pozalogicznych (np. pragmatycznych, rozumianych w kontekscie
ewolucyjnym). Sama zdolno$é orzekania prawdziwosci zdania Gp
nie wyklucza mechanicznosci umyshu, orzekanie prawdziwosci mo-
ze by¢ po prostu odpowiednikiem zapalania zielonej lampki. Nie
jest wykluczone, ze uznawanie przez nas pewnych zdan za prawdzi-
we odbywa sie na mocy nieznanych nam regut, w zwiazku z czym
sam fakt operowanie terminami semantycznymi nie musi swiad-
czy¢ o niemechanicznosci umyshu; nie mozna wykluczyé¢ sytuacji,
ze umiejetnosé rozumienia zdan zostanie ,zautomatyzowana’. Ar-
bitralne stwierdzenie, ze maszyna dowodzi mechanicznie a umyst
dowodzi przez zrozumienie, prowadzi do blednego kota, poniewaz
z géry zaklada sie niemechanicznoéé umystu?®. Odmawianie zdol-
nosci semantycznych maszynie nalezy traktowaé zatem jako argu-
ment preferencyjny, a nie formalny.

prawdziwe, badz falszywe. W naturalnym modelach, zdanie to bedzie praw-
dziwe. Prawdziwo$¢ zdania G nie ma charakteru ,absolutnego”, poniewaz
istniejg modele, w ktérych to zdanie jest falszywe.

Wydaje sie, ze podobny zarzut mozna postawié¢ komus, kto powoluje sie
na tzw. argument chinskiego pokoju.
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Zgodnie z twierdzeniem Tarskiego o niedefiniowalnoéci prawdy
dla dostatecznie bogatych i niesprzecznych systemoéw formalnych,
zadnej wlasnoéci, dotyczacej wszystkich formul pewnego jezyka
I rzedu, nie da sie reprezentowaé¢ w tym systemie przy pomocy jed-
nej (tej samej) formuty?. Na mocy twierdzenia o reprezentowal-
nosci wynika stad dalej, ze czynnosé orzekania takiej uniwersalnej
wtasnosci, ktéra w rozwazanym przypadku jest prawdziwosé, nie
moze by¢ ,zautomatyzowana” w tym systemie. Zdolno$¢ orzekania
prawdziwoéci o wszystkich zdaniach pewnego jezyka formalnego
oznacza zdolno$é wyjscia poza system. Gdyby umyst potrafit zwe-
ryfikowaé¢ dowolne zdanie odpowiednio bogatego jezyka elemen-
tarnego, Swiadczyloby to o jego niemechanicznosci. Jest jednak
inaczej. Wierzymy wprawdzie, ze kazde zdanie pewnego jezyka
formalnego jest albo prawdziwe, albo falszywe w modelu odpo-
wiednim dla tego jezyka, czyli zakladamy dwuwartosciowosé, co
przejawia sie w definicji spetniania dla formuty —a w modelu tego
jezyka, niemniej istnieja sytuacje, w ktérych orzekanie prawdzi-
wodci nie jest dla nas trywialne. Przykladem moze by¢ tzw. hi-
poteza continuum, ktéra jest zdaniem niezaleznym w teorii ZFC.
Orzeczenie prawdziwosdci w tym przypadku nie jest tak tatwe, jak
w przypadku zdania Godla. Nasza zdolnosé intuicyjnego rozpo-
znawania prawdy wydaje sie wiec ograniczona. Dlatego tez prze-
konanie o tym, ze potrafimy orzec prawdziwosé¢ badz falszywosé
kazdego zdania, ktore nie jest dowiedlne w systemie formalnym,
nalezy traktowac z duza ostroznoscia. Jezeli nie potrafimy przypi-
sa¢ wartosci logicznej kazdemu zdaniu pewnego jezyka sformalizo-
wanego (na przyklad jezyka teorii mnogosci), to nasza przewaga
nad maszyng moze by¢ ztudzeniem. Wiemy, ze kazda niesprzecz-
na i odpowiednio bogata teoria, wyrazona w jezyku elementarnym
i oparta o rozstrzygalny zbior aksjomatéw, nie jest rozstrzygalna,

26Twierdzenie to zachodzi réwniez dla systeméw zupelnych, tzn. takich,
w ktérych dla kazdej formuly ¢, w systemie jest dowiedlna formuta ¢ lub
jej zaprzeczenie.
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czyli w jezyku teorii istnieja zdania niezalezne od tej teorii?”. Wie-
rzymy réwniez, ze istnieje niesprzeczna i zupelna teoria pewnego
modelu, do ktorej naleza wszystkie i tylko prawdziwe zdania je-
zyka, ktorego interpretacja jest ten model, przy czym teorii tej
nie da sie zaksjomatyzowaé¢ w sposoéb rozstrzygalny®®. Przekona-
nie, ze umyst jest w stanie dokonaé¢ wgladu w te teorig¢ ma jednak
charakter metafizyczny a nie formalny. Przyktadem zdania, co do
ktérego nasz wglad zawodzi, jest wspomniana hipoteza continuum.
Paradoksalnie, w przypadku gdy umiemy podaé¢ niekwestionowal-
ny dowdd jakiego$ twierdzenia, to, jak uwazaja niektérzy, staje
sie on efektywny, a wtedy, jak zauwaza Webb, ,na podstawie fak-
tu, ze procedury efektywne moga by¢ symulowane przez maszyny
Turinga, wnioskujemy, ze dowody te takze moze symulowaé ma-
szyna”??. Wniosek z powyzszych rozwazan jest nastepujacy: o ile
nawet istnieje ,,dwuwartosciowy” platonski swiat matematyki, to
umyst niekoniecznie ma do niego dostep, a jezeli Swiat ten jest
mitem i matematyka jest jedynie ,modelem umystu”, interpreta-
cja pewnego jezyka, to okazuje sie, ze ten model jest wirtualny, ze
jest jedynie idea regulatywna, poniewaz to, co jest w stanie stwo-
rzy¢ umyst, nie moze by¢ kompletne. Nie mozna zatem wykluczy¢,
ze nasza matematyka jest w zasiegu mozliwosci jakiegos superau-
tomatu. Ponadto, postulaty, ktérymi kierujemy sie przy tworze-
niu teorii matematycznych, na przyktad niesprzeczno$é¢, moga by¢
uwarunkowane empirycznie, choé¢ nie oznacza to wcale, ze rzeczy-
wistos¢ ,,sama w sobie” jest niesprzeczna.

TMéwi o tym twierdzenie Churcha.

28 Teoria taka istnieje na mocy twierdzenia Lindenbauma. W dowodzie wyko-
rzystuje sie nieefektywne metody teorii mnogosci (nalezy przy tym pamietad,
ze nieefektywne metody dowodu nie oznaczaja tego samego co nieefektywnosé
w teorii rekursji), choé¢ dla jezykéw skoriczonych (| J |= Wo) twierdzenie
mozna dowiesé efektywnie.

29J. C. Webb, Mechanism, Mentalism and Metamathematics, Synthese Libr.
vol. 137, Reidel, Dodrecht, 1980, cytat za: S. Krajewski, op. cit., s. 132.
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(Nie)zupelna teoria Goédla

Stanistaw Krajewski, Twierdzenie Godla i jego interpretacje
filozoficzne. Od mechanicyzmu do postmodernizmu, Wydawnictwo
IFiS PAN, Warszawa 2003, ss. 366.

Nie ulega watpliwosci, ze twierdzenia Godla sa jednymi z naj-
istotniejszych twierdzen dotyczacych podstaw matematyki. Twier-
dzenia te wskazaly na niemoznos¢ realizacji programu Hilberta
i postulatéw logicyzmu; przede wszystkim jednak zakonczyly one
pewien etap dziejow ludzkiej refleksji, zdominowany przez préby
ujednolicenia i systematyzacji catej dostepnej matematyki, wska-
zujac na to, ze nierealizowalnos¢ takiego przedsiewziecia jest za-
sadnicza. Ten szczegdlny rezultat, ktérego $cistosé jest zagwaran-
towana przez zastosowany formalizm, okazal sie niezwykle inspi-
rujacy filozoficznie. Jednak doceniajac istotnos¢ tychze twierdzen,
nie nalezy zapominaé¢ o ich (meta)matematycznym charakterze.
Préby bezkrytycznego zastosowania twierdzen Godla w innych niz
matematyka dziedzinach sa co najmniej dyskusyjne i zazwyczaj
watpliwe. Nie wynika z tego jednak, ze nie jest mozliwa zadna filo-
zoficzna ich interpretacja. Z kolei wielos¢ komentarzy do twierdzen
Godla pozwala zapomnieé o tym, ze jego dokonania nie wyczerpuja
sie w tych twierdzeniach; na uwage zastuguja nie tylko jego pozo-
stale osiggniecia matematyczne, ale takze jego oryginalna refleksja
filozoficzna.
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Powyzszym zagadnieniom poéwiecona jest ksiazka Stanistawa
Krajewskiego Twierdzenie Gddla i jego interpretacje filozoficzne.
Wedhug Autora ta publikacja ,jest monografig twierdzen Godla
z punktu widzenia zastosowan i konsekwencji filozoficznych” (s. 9).
Jednak zawartos¢ ksiazki wykracza poza zakres sugerowany ta de-
klaracja i tytutem. Krajewski nie tylko omawia twierdzenia Godla
i préby ich zastosowan w filozofii umystu oraz w innych filozo-
ficznych i niefilozoficznych dziedzinach, ale réwniez przedstawia
pozostale matematyczne osiagniecia Godla, jego poglady filozo-
ficzne i krétka biografie. Sadze, ze Twierdzenie. .. mozna uznaé za
polskojezyczne kompendium wiedzy o zyciu i dokonaniach ,najge-
nialniejszego logika od czaséw Arystotelesa” (por. s. 10). Pomimo
tego, iz nie wszystkie problemy sa omawiane réwnie szczegdtowo
jak zagadnienia tytutowe, jednak dodatkowe informacje odgrywaja
istotna role merytoryczna i kompozycyjna.

Tre$¢ omawianej monografii $wiadczy o kompetencji autora,
za$ prezentacja dyskutowanych zagadnien jest adekwatna zaréw-
no wzgledem ich zlozonoéci, jak réwniez z uwagi na ich istotnosé.
Przyktadowo, prezentacja twierdzen Godla wykracza poza stan-
dardowe ujecia; w czesci im poswieconej Krajewski umiescil row-
niez — miedzy innymi — twierdzenia Tarskiego i Rossera, dowdd
drugiego twierdzenia Godla na podstawie warunku Loba i dowod
Chaitina, wskazal ich kontekst filozoficzno—historyczny oraz przed-
stawil uwagi dotyczace ich recepcji.

Podczas lektury ksiazki Krajewskiego trudno nie zauwazy¢,
iz jest ona bardzo dobrze skonstruowana; poszczegodlne jej czesci
sg uporzadkowane merytorycznie, ponadto autor podaje explicite
zasady ich nastepowania po sobie. Jednak w co najmniej dwéch
przypadkach sformutowane uzasadnienia sg kontrowersyjne. W za-
konczeniu pierwszego rozdziatu znajdziemy lapidarng wzmianke
o pretensjach Finslera dotyczacych tego, kto pierwszy sformu-
tlowal twierdzenie o niezupelnosci; jak stusznie autor zauwazyl,
praca Finslera ,nie jest powazana”, cho¢ ,wedle Webba to Fin-
sler, a nie Godel, przekonal wielu, ze umyst przewyzsza forma-
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lizmy” (ss. 78nn). Problem relacji umystu do tego, co formalne
pojawia sie tutaj bez jakiegokolwiek uzasadnienia, Krajewski zas
potraktowal go jako tacznik pomiedzy pierwszym rozdziatem, do-
tyczacym twierdzen Godla, a drugim — poéwieconym ich zastoso-
waniu w filozofii umystu.

7 kolei w zakonczeniu bardzo interesujacej czesci rozdzialu
trzeciego, w ktorej poruszane jest zagadnienie ,milczenia Godla
o Tarskim” (zob. s. 221), Krajewski przytacza opinie Hintikki, we-
dhug ktérego poglady Godla na temat pojecia prawdy byly ana-
chroniczne. Autor Twierdzen. .., nie zgadzajac si¢ z finskim lo-
gikiem stwierdza, iz ujecie Hintikki ,nie jest w porzadku. Goédel
mial ktopoty psychiczne, ale to nie umniejsza znaczenia jego po-
gladéw. Sprawa jest jednak na tyle intrygujaca, ze zastuguje na
osobne zbadanie” (s. 242). W konsekwencji kolejna cze$é rozdzia-
tu dotyczy relacji miedzy tworcza aktywnoscia w dziedzinie logiki
a zdrowiem psychicznym, mimo tego, ze Hintikka o problemie tym
nie wspominatl.

Chociaz ksigzka Krajewskiego ma charakter monografii, nie
jest ona filozoficznie neutralna. Wskazuja na to rozwazania za-
warte w ostatnim rozdziale, gdzie oprécz subtelnych rozréznien
typow konsekwencji twierdzen Godla w dziedzinach pozamatema-
tycznych i analiz obecnych w literaturze blednych odniesien do
tych twierdzen Krajewski sugeruje, iz ,twierdzenie Godla samo
przez sie nie rozstrzyga zadnych sporéw filozoficznych” (s. 342);
ich ewentualne zastosowanie w filozofii wymaga uwzglednienia
pewnych — sformulowanych przez Krajewskiego — kryteriéw (na
przyklad ,stosowanie twierdzenia Godla [...]| do teorii pozamate-
matycznych wymaga nadania tym teoriom postaci formalnej” (s.
342)). Sugestia ta wydaje mi sie watpliwa z dwoch powodéw. Zga-
dzam si¢ z autorem co do tego, ze pozamatematyczne zastosowa-
nie twierdzen Godla wymaga ich interpretacji, co oczywiscie moze
prowadzi¢ do ich naduzycia. Tymczasem sugestia Krajewskiego,
iz z twierdzen Godla nie mozna korzystac¢, o ile nie sg spelnione
dane kryteria, jest przeciez pewng ich interpretacja; co wigcej, nie
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spelnia ona zadnego z kryteriéow Krajewskiego. Po drugie, nor-
matywne rozstrzyganie tego, jakie interpretacje danego zagadnie-
nia nalezy uwazac¢ za stuszne, nie ciesza si¢ w filozofii zbyt duza
estyma. I stusznie, albowiem na podstawie jakich przestanek na-
lezaloby uznaé¢ ich prawdziwos¢? Krajewski stara sie wzmocnié
swoja argumentacje, przytaczajac przyktady naduzywania twier-
dzen Godla; nie sadze jednak iz z tego, ze dotychczasowe reflek-
sje, nie spetniajace kryteriow Krajewskiego, okazaly si¢ mniej lub
bardziej niezasadne wynika, ze wszystkie tego typu préby réwniez
beda bezwartoéciowe.

Oczywiscie nalezy liczy¢ sie z tym, ze skoro zyjemy w ,erze
pogodlowskiej” (por. s. 343), w ktorej ,popularnoéé¢ twierdzenia
Godla [...] bedzie rosta” (tamze), to réwniez rosta bedzie ilosé
nietrafnych komentarzy do tych wynikéw. Sadze jednak, iz odpo-
wiedzialna filozoficzna refleksja nie musi przyjmowaé form zada-
nych z géry.

Robert Piechowicz
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John L. Casti, Werner DePauli, Gédel. Zycie i logika, CiS,
Warszawa 2003.

Ukazala si¢ w tym roku niewielka ksiazeczka o intrygujacym
tytule Gédel. Zycie i logika — takomy kasek dla czytelnika zainte-
resowanego postacia matematyka, dla ktérego towarzystwa Einste-
in mial przyjecha¢ do Princeton. Notka na oktadce informuje, ze
co najmniej jeden z autoréw zajmuje sie ,analiza dorobku Kurta
Godla”.

Otwieramy ksiazke. Ttumaczyl ja Piotr Amsterdamski — ko-
lejny plus. Troche zastanawia jej objetosé: 192 strony, duza czcion-
ka, maly format maja pomiesci¢ opowie$¢ o zyciu i logice ,naj-
lepszego matematyka stulecia”; tymczasem rzecz zaczyna sie ,,od
czasOw Arystotelesa”, a konczy — ,,podréza w gltab duszy”. Najwi-
doczniej nalezy nastawié sie na popularne opracowanie, by¢ moze
sympatyczny poczatek znajomosci ze stynnym logikiem, przystep-
ne wprowadzenie w tajemniczy $wiat wspdlczesnej matematyki?

Styl i sposéb wykladu wydaje sie potwierdzaé to przypuszcze-
nie: twierdzenie Godla zostalo wythumaczone na przykladzie ,Ma-
szyny do Czekoladowych Ciast”, paradoksy teorii mnogosci zilu-
strowane znana historig fryzjera golacego wszystkich, ktérzy nie
golg sie sami, system formalny zbudowany jest w oparciu o karcia-
ne symbole, dla wyjasnienia numeracji Goédla zapozyczono od Ho-
fstadtera ,analogie kolejowa” , itp. W ksiazce roi sie od dowcipnych
uwag i anegdotek z zycia Godla: o tym, jak przyszia Zona obronita
go parasolka przed ,brunatnymi koszulami”, czy jak skrupulatny
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logik znalazt w konstytucji amerykanskiej luke, pozwalajaca na
przeksztalcenie ustroju Stanéw Zjednoczonych w dyktature.

Tyle tylko, ze wsréd tych rozmaitych uwag, analogii i skojarzen
gubig sie informacje o gtéwnym bohaterze. Niemal tyle samo co je-
mu miejsca autorzy poswiecaja filozofii Wittgensteina i Kota Wie-
denskiego'; znacznie wiecej zajmuje dyskusja na temat mozliwosci
komputeréw i sztucznej inteligenicji: od teorii rekursji ze stosun-
kowo szczegotowym omodwieniem maszyn Turinga tacznie z tzw.
problemami stopu i pracowitych bobréow, poprzez teze Turinga—
Churcha, dyskusje z Penrosem, nauki kognitywne, test Turinga,
rézne podejécia do problematyki sztucznej inteligencji az po algo-
rytmy genetyczne — to wszystko po to, by wspomnie¢ o argumen-
cie Lukasa blednie interpretujacym twierdzenie Godla.

Dwa ostatnie rozdzialy po$wiecone sg rozwazaniom kosmolo-
gicznym oraz pracom Chaitina. Przyznaé jednak musze, ze ich nie
przeczytatam. Ksigzka, w pierwotnym zamierzeniu ,,do poduszki”,
pobudzala do gwaltownej (i nie sprzyjajacej milemu zasypianiu)
pracy umystowej, polegajacej jednak gléwnie na tym, by znalezé
taki punkt widzenia, z ktérego ze spokojem mogtabym zaakcepto-
waé twierdzenia autorow. Jednak kiedy na 149 stronie przeczyta-
tam, jakoby ,,Immanuel Kant gtosil, ze zmiany sg ztuda wywotana
naszym szczegdlnym ludzkim sposobem percepcji”, nie wytrzyma-
tam. I w chwile potem pogratulowatam sobie tej decyzji, szkoda
ze podjetej tak poézno. Bowiem skoro czytajac o rzeczach znanych
musiatam poszukiwaé perspektywy pozwalajacej na przyjecie sta-

nowiska autoréw?, nie mogtam polegaé¢ na informacjach dla mnie

'Moze to dziwié¢ tym bardziej, jezeli uwaznie przeczyta sie wprowadzaja-
cy w problematyke wiedenskiej filozofii fragment, gdzie czytamy m.in.: Gdodel
nigdy nie rozmawial z Wittgensteinem, ale widzial go kiedys na wykladzie
L. E. J. Brouwera o matematyce, nauce i jezyku, wygtoszonym, na Uniwersyte-
cie Wiedenskim w 1928 roku. W kazdym razie jego sposéb widzenia matematyki
z pewnoscig odbiegal od pézZniejszej koncepcji Wittgensteina [.. . |. Wprawdzie
autorzy wskazuja réwniez pewne podobienstwa pogladéw filozofa i logika, ale
moim zdaniem, czynia to w sposob nieprzekonujacy.

2Tu dopisaé by warto stéwko, np. o rozstrzygalnosci aksjomatéw w ,formal-
nej wersji logicznej” twierdzenia Gédla (s. 54), tu zaznaczy¢, ze tak twierdzili
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nowych — skadze bowiem mie¢ pewnosé, ze nie wyciagam z nich
zupekie blednych wnioskéw?

Jednym stowem: dla kogo ta ksigzka? Ani dla specjalistéw —
nie ma tam stwierdzen odkrywezych?, ani dla nowicjuszy — strzez-
cie sie! Mozna ja polecié¢ co najwyzej kolekcjonerom anegdot.

Maria Piesko

tylko niektérzy interpretatorzy (np. filozofii Wittgensteina), to znéw macha-
tam juz reka i nie zastanawiatam sie dtuzej na istnienie jakichze to ,ograniczen
logicznej mocy ludzkiego umystu” miatoby wskazywaé twierdzenie Godla (nie
sadze, by wynikalo to z rozwazan zamieszczonych na s. 120). Od wniesienia do
oryginalnego tekstu poprawki nie mégl sie powstrzymaé najwidoczniej i ttu-
macz (por. s. 41).

3 Autoréw najwyrazniej pocigga tematyka sztucznej inteligencji; dlaczego
jednak nie zamiescili swoich rozwazan pod nieco bardziej adekwatnym tytu-
tem?
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J. W. Dawson, Logical Dilemmas. The Life and Work of Kurt
Godel, A. K. Peters, Wellesley, Massachusetts, 1997, ss. 77.

O Kurcie Godlu wiadomo niewiele. Poza waskim gronem
specjalistéw z dziedziny szeroko pojetej matematyki, wiekszosé
ludzi, ktérzy o nim w ogdle styszeli, wie zapewne tylko tyle, ze
nalezal do najwybitniejszych matematykéw XX wieku, a moze
i wszechczasow. Blizej zaznajomieni z historig logiki i matematyki
dodadza, ze to wladnie on jest odkrywca przelomowych twierdzen
o niezupelnosci, ktérych znaczenie dla nauki do dzisiaj jest dysku-
towane. Niektorzy by¢ moze wiedza takze i to, ze przez cale swoje
zycie cierpial z powodu choroby psychicznej, ze byl dziwakiem
i samotnikiem, ze przez pewien czas uczeszczal na spotkania
Kota Wiedeniskiego albo to, ze oprécz matematyki zajmowal sie
takze filozofia i kosmologia. Wydaje sie¢ jednak, ze o ile dorobek
naukowy Godla obejmujacy gléwne prace z matematyki i logiki
jest — przynajmniej wsrod specjalistéw — powszechnie znany
i komentowany, o tyle sama postaé ich autora wciaz pozostaje co
najmniej enigmatyczna.

O zyciu Godla napisano do tej pory niewiele — zaledwie kilka
krétkich artykuléw autorstwa Georga Kreisela, Curta Chrystiana
i Salomona Fefermana. Dwie ksiazki o G6dlu napisal Hao Wang,
niemniej zadna z nich nie moze pretendowaé do miana biografii.
Wreszcie w 1997 r. ukazala si¢ na rynku (niestety nie polskim) po-
zycja, dzigki ktorej sytuacja ulegta dtugo oczekiwanej zmianie: Lo-
gical Dilemmas. The Life and Work of Kurt Gédel Johna W. Daw-
sona.

Nie mozna by chyba znalezé osoby bardziej kompetentnej do
napisania biografii Godla. Dawson jest profesorem matematyki na
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Uniwersytecie w Pennsylwanii, autorem prac z logiki matematycz-
nej i teorii mnogosci, a takze historykiem nauki. Co jednak naj-
istotniejsze, to wlasnie on w latach 1982 — 1984 podjat sie, na
prosbe wtadz Institute for Advanced Study w Princeton, skata-
logowania pism, ktére pozostawil po sobie Godel, a potem bral
udzial w wydaniu jego niepublikowanych za zycia dziel (w serii
Collected Works).

Material bibliograficzny zebrany przez Dawsona jest naprawde
imponujacy. Oprécz zachowanych zapiskow samego Godla, obej-
mujacych ponad 60 skrzyn (!) oraz jego korespondencji listowej
z matka, przechowywanej w bibliotekach w Wiedniu, Dawson do-
tart m. in. do spisanych wspomnien Karla Mengera, brata Kurta
Godla — Rudolfa, pamietnikow Oskara Morgensterna, jak réwniez
licznych archiwéw panstwowych.

W rezultacie otrzymujemy ksiazke bardzo bogata pod wzgle-
dem faktograficznym, niezréwnane zrédto informacji o geniuszu,
ktorego losy to pasmo wielkich sukceséw naukowych, ale takze
licznych rozczarowan i probleméw osobistych. Wydarzenia z zycia
Godla przedstawione sa w ksiazce Dawsona chronologicznie — od
dziecinstwa w Brnie, przez studia na Uniwersytecie w Wiedniu, az
po wyjazd do Stanéw Zjednoczonych i Smieré w Princeton. Zaj-
mujacy sposéb narracji, rzetelny warsztat badawczy, urozmaicanie
faktow biograficznych anegdotami oraz wypowiedziami osob, kté-
re Godla znaly osobiScie, wreszcie fotografie miejsc, z ktérymi byt
w jakis sposoOb zwigzany, sprawiaja, ze sprawozdanie z zycia wiecz-
nego samotnika staje si¢ naprawde pasjonujace.

Interesujacy jest sposob, w jaki Dawson zestawia ze soba dwa
wizerunki Kurta Gdédla: po pierwsze, jako osoby prywatnej, sku-
piajac sie przede wszystkim na jego cechach charakteru, zaintere-
sowaniach, kontaktach z innymi ludzmi, oraz genezie i przebiegu
jego zaburzen emocjonalnych. Po drugie za$, patrzy na Godla jako
na naukowca, geniusza — matematyka, ktéry wiekszos¢ swojego zy-
cia po$wiecit pracy badawczej. Tych dwoch ptlaszczyzn nie mozna
oczywiscie precyzyjnie od siebie oddzieli¢, niemniej Dawson stara
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sie zbadac, jaki wplyw na osiagniecia naukowe Godla mogly mieé
wydarzenia z jego zycia osobistego oraz analogicznie, jak praca
naukowa — zaréwno spektakularne sukcesy jak i wielkie porazki —
oddzialywaly na stan jego psychiki.

Kurt Godel to — jakze czesto pojawiajacy w historii nauki
— przyktad geniusza, ktérego znamionuje wyrazny rys tragizmu.
Epokowego odkrycia twierdzen o niezupetnosci, z ktérym obecnie
kojarzone jest jego nazwisko, dokonal majac zaledwie dwadziescia
cztery lata. Z poczatku zupelnie niezrozumiany przez srodowisko
naukowe, stawe i zaszczyty uzyskal dopiero pod koniec zycia —
w czasie, kiedy nie przywiazywal juz do nich zadnego znaczenia.
Po odkryciu twierdzen limitacyjnych osiagnat juz tylko kilka li-
czacych sie wynikéw naukowych i przesladowany przez nasilajace
sie¢ obsesje 1 nerwice, prawie calkowicie usunal si¢ w cien zycia
publicznego. Przez te wszystkie lata byt osoba niezwykle skryta,
pozstajac zagadka nawet dla najblizszego grona nielicznych przy-
jaciot.

Dzieki ksigzce Dawsona mamy okazje przyjrzeé sie postaci
Godla z nieznanego do tej pory punktu widzenia — porzuci¢ wizeru-
nek zasadniczego, zawsze tajemniczego i niedostepnego dla otocze-
nia uniwersyteckiego wyktadowcy bez reszty poswieconego nauce
i spojrzeé¢ na jego zycie takie, jakim byto naprawde. Bylo w nim
miejsce na przelotne zainteresowanie zjawiskami parapsychologicz-
nymi w czasie studiéw w Wiedniu, brawurowa ucieczke z Rzeszy
niemieckiej do USA przez Rosje i Pacyfik, byla wielka mito$é do
zony Adele, a takze przyjaZnie z najwybitniejszymi ludzmi jego
czaséw, jak choéby z Einsteinem, czy Morgensternem. Przy tym
wszystkim zycie Godla nie bylo wcale tatwe. Dawson znakomi-
cie pokazuje ciaglte napiecie miedzy krétkimi okresami szczescia
i rownowagi psychicznej, a powtarzajacymi sie atakami depresji
i hipochondrii, ktérych tragicznym finalem byla Smieré gtodowa
Kurta.

Logical Dilemmas jest pozycja adresowana do bardzo szero-
kiego grona odbiorcow. Z tego wzgledu autor musial stawié¢ czota
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powaznej trudnosci, a mianowicie mozliwie rzetelnej prezentacji
dorobku naukowego Godla w sposéb zrozumialy dla przecietnego
czytelnika. Pociagalo to za soba z jednej strony koniecznosé umiej-
scowienia jego pracy naukowej w szerokim kontekscie historii logiki
i matematyki, z drugiej za$ ograniczenia do minimum, czy wrecz
zrezygnowania z formalizmu matematycznego. Dawson podjal sie
karkotomnego zadania — przedstawienia w dwdch krotkich rozdzia-
tach dziejéw logiki od starozytnosci do czaséw najnowszych oraz
podstawowej problematyki teorii mnogosci. W rezultacie czytelnik
otrzymuje zbiér doéé szczegdltowych, lecz niejasno powiazanych ze
soba stwierdzen i watkdéw, ktore bez gruntownego przygotowania
matematycznego moga pozostaé niezrozumiate. Niedosyt pozosta-
wia réwniez sposéb zaprezentowania gtéwnego odkrycia naukowe-
go Godla — twierdzenia o niezupelnosci. Szkoda, ze mimo licz-
nych uwag o nowatorstwie zastosowanej w jego dowodzeniu meto-
dy arytmetyzacji sktadni, Dawson nigdzie jej nawet nie przybliza.

Jednak dla czytelnika, ktorego znajomosé logiki i matematy-
ki wychodzi poza poziom rudymentarny Logical Dilemmas staje
sie fantastyczna pomoca, dzieki ktérej mozna Sledzié¢ historie po-
wstawania, dojrzewania, a wreszcie préb pokonywania okreslonych
probleméw z dziedziny szeroko pojetej matematyki. Dawson z du-
za znajomoscia przedmiotu wskazuje niuanse rozwazanych zagad-
nien, czy np. wzajemne inspiracje rozmaitych myélicieli.

Logical DilemmasJohna Dawsona to bez watpienia pozycja
bardzo dobra, bogata pod wzgledem faktografii, rzetelna, a jed-
noczesnie pasjonujaca. Niemala w tym zastuga budzacej respekt
erudycji autora. Dla logikéw i matematykow ksiazka Dawsona mo-
ze staé si¢ wartoSciowg pomoca, dokumentujaca proces rozwoju
podstawowych idei zwiazanych gléwnie z aksjomatem wyboru i hi-
poteza continuum. Dla wszystkich zas bedzie bez watpienia wy-
czerpujacym i zajmujacym opisem zycia Godla — kto wie, czy nie
najwybitniejszego umystu matematycznego w historii.

Tomasz Furman
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Krzysztof Wéjtowicz, Platonizm matematyczny. Studium filozofii
matematyki Kurta Godla, OBI-Biblos, Krkaéw—Tarnéw, 2002,
ss. 160.

Problem istnienia bytéw abstrakcyjnych jest jednym z naj-
starszych i najbardziej podstawowych zagadnien filozoficznych.
Zagadnienie to zostalo postawione przez Platona dwadziecia pieé
wiekow temu. Stawiajac teze realnego istnienia idei, niezaleznych
od Swiata fizycznego i ludzkich umystéw, Platon zainicjowal spor
znany w historii filozofii jako spér o uniwersalia.

Realistyczny poglad Platona w kwestii istnienia powszechni-
kow byt pdzniej krytykowany na bardzo wiele sposobdéw. Krytyke
zapoczatkowal juz uczen twércy Akademii (Arystoteles, a konty-
nuowali ja Sredniowieczni nominalidci, a nastepnie przedstawiciele
rozmaitych odmian pozytywizmu i materializmu. Mimo to plato-
nizm wciaz ma wielu «wyznawcéwy i to wsrdéd najwigkszych po-
staci mysli wspotczesne;j.

Krzysztof Wéjtowicz przedstawia w ksiazce Platonizm mate-
matyczny, wydanej przez Biblos w 2002 roku, poglady filozoficzne
jednego z dwudziestowiecznych platonikéw, Kurta Godla. Ksiazka
sktada sie z oémiu rozdziatéw, w ktérych autor charakteryzuje typ
uprawianej przez Godla filozofii (przede wszystkim rozdzialy 1, 2,
4) i zestawia jego poglady ze stanowiskami wspélczesnych mu my-
Slicieli (rozdzialy 3, 5, 6). Calos$é¢ dopelnia krotka biografia Godla
i obszerna bibliografia.

Chociaz gtéwnym przedmiotem swoich rozwazan Wojtowicz
czyni ontologie matematyki, poprzedza je przedstawieniem ogdl-
nego $wiatopoglad filozoficznego Godla. Autor omawia Godlowski
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program stworzenia catoSciowego systemu filozoficznego, zbudowa-
nego na wzér systemow aksjomatycznych. Goédel uwazal, ze pro-
blemy filozoficzne sa zasadniczo rozwigzywalne, a ich rozwiazanie
otwiera droge do stworzenia syntezy wynikéw nauk szczegdtowych
i dociekan czysto filozoficznych. Optymizm Godla wiazat sie z je-
go wizjg metody filozoficznej. Nazywal ja ,analizg tresci pojec”.
W tle tej wizji stalo przekonanie «metafizyczne» o obiektywnym
istnieniu obiektu tej analizy: rzeczywistosci poje¢ dostepnej spe-
cjalnej intuicji.

Dla czytelnika, ktéremu nazwisko ,,Goédel” kojarzy sie wylacz-
nie z osiggnieciami na polu logiki i matematyki, to filozoficzne
credo moze byé nie lada zaskoczeniem. Program Godla jest bo-
wiem programem bardzo Smialym, jak na pelen na ogét pozy-
tywistycznego sceptycyzmu i krytyki tradycyjnej metafizyki wiek
dwudziesty.

Calos$ciowy system filozoficzny, o ktérego stworzeniu marzyt
Godel, nigdy niestety nie powstal. Ogdlne zatozenia tego systemu
znalazly jednak wyraz w refleksji Godla nad istota matematyki
i nie pozostaly bez wplywu na jego podejscie do uprawiania nauk
formalnych.

Stanowisko Godla w filozofii matematyki zwyklo sie nazywaé
»platonizmem”. Tym samym mianem okresla sie jednak takze in-
ne, czesto znacznie rézniace si¢ od siebie (a nieraz i majace niewie-
le wspdlnego z pogladami samego Platona) doktryny filozoficzne.
Woéjtowicz w drugim rozdziale pracy charakteryzuje Godlowska
wersje platonizmu matematycznego nastepujaco: ,,(1) Godel uzna-
je istnienie obiektywnego, niezaleznego od naszej dziatalnosci po-
znawczej uniwersum matematycznego. (2) Uniwersum to ma [we-
dlug Gédla] bogata strukture [...]. (3) Mozemy poznaé¢ to uni-
wersum i dazy¢ do jego pelniejszego opisu” (s. 42). Godlowski pla-
tonizm metafizyczny Wéjtowicz przeciwstawia platonizmowi me-
todologicznemu. W metafizycznej odmianie platonizmu zalozenie,
ze pojecia i liczby istnieja niezaleznie od umystu ludzkiego i od
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Swiata materialnego, nie jest jedynie ( jak dla platonikéw metodo-
logicznych ( zabiegiem czysto heurystycznym.

7 platonistyczna wizja ontologii matematyki wiaze sie $cisle
Godlowska wizja epistemologii (rozdzial czwarty). Podstawowym
narzedziem poznania matematycznego jest, jak juz wspominano,
intuicja, tj. specyficzny sposdb obcowania z bytami matematycz-
nymi i — ogélnie — pozaempirycznymi. Intuicja jest dla bytéw abs-
trakcyjnych tym, czym poznanie zmystowe dla $wiata fizycznego —
srodkiem poznania bezpos$rednim, ale i zawodnym. I w matematy-
ce bowiem mozemy bladzié¢, ale tez i korygowaé bledne rezultaty
poznania.

”Drugim filarem” wiedzy matematycznej jest u Godla ,,owoc-
no$¢ aksjomatéw i ich przydatno$é w rozwigzywaniu problemoéow”
(s. 70): to, w jakim stopniu moga one przyczynié¢ sie do rozwoju
matematyki (uproszczenia dowodéw, znalezienia nowych metod
heurystycznych itd.).

Wydobyciu swoistych cech Goédlowskiej filozofii matematyki
stuzy zestawienie pogladéw Godla ze stanowiskami innych wspot-
czesnych mu mysélicieli zajmujacych si¢ podobng problematyka.
Rozdziat trzeci dotyczy w szczegdlnosci relacji platonizmu mate-
matycznego do koncepcji przedstawicieli pozytywizmu logicznego.
Godel sprzeciwia si¢ — proponowanym m.in. przez mlodego Car-
napa — czysto syntaktycznym interpretacjom matematyki. Zdania
matematyki sa wedlug Godla ( a wbhrew neopozytywistom ( zda-
niami analitycznymi, a matematyka to nie dziedzina operacji na
bezsensownych symbolach. Wéjtowicz zwraca uwage na zasadni-
cza roznice w pojmowaniu ,analitycznosci” przez Godla i przez
Carnapa. Zdania analityczne w ujeciu neopozytywistéw sa wlasnie
pozbawionymi tresci tautologiami, gdy tymczasem wedtug Godla
— analityczne prawdy wyplywaja z analizy tresci obiektywnie ist-
niejacych pojecé

W rozdziale piatym Wojtowicz zestawia poglady ,metafizy-
ka” Godla ze stanowiskiem ,instrumentalisty” Hilberta. Hilbert
i Godel podzielaja poglad o obiektywnosci wiedzy matematycznej
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i obaj sa optymistami (uwazaja, ze matematyczne problemy sa
rozwiazywalne), réznia si¢ jednak zasadniczo co do tego, jaka ma
by¢ «strategia» rozwigzywania tych probleméw. Wedtug Hilberta,
sposobem na usuniecie pojawiajacych sie w podstawach matema-
tyki paradokséw i ugruntowanie jej pewnosdci jest jej finitystyczna
aksjomatyzacja i dowiedzenie niesprzecznosci za pomoca metod
czysto formalnych. Godel nie uwazal za konieczne przyjmowanie
ograniczen finitystycznych proponowanych przez Hilberta. Stano-
wisko Godla jest realistyczne w stosunku do calosci matematyki,
takze jej czesci infinitystycznej. Godel, jako realista, nie utozsa-
mial prawdziwosci z dowodliwoécia formalng. Bywa bowiem, ze
prawda wymyka sie procedurom dowodowym. Potwierdzenie te-
go faktu znalazt, dowodzac niezupelnosci arytmetyki.W rozdziale
szostym Wojtowicz zestawia poglady Godla z tzw. argumentem
z niezbednoéci Quine’a. Punktem wyjscia pogladéw Quine’a na
temat odniesienia przedmiotowego matematyki jest zalozenie, ze
skoro istnieja te obiekty, o ktérych moéwi sie w naukach empi-
rycznych, to wystarczy wykazaé¢, ze matematyka jest niezbedna
czescig tych nauk, zeby mie¢ podstawy do zajecia stanowiska re-
alizmu matematycznego. W holistycznym ujeciu wiedzy Quine’a
niknie jako$ciowa réznica miedzy prawdami analitycznymi a syn-
tetycznymi, czyli takze miedzy tezami matematyki a zdaniami wy-
prowadzanymi z doswiadczenia. Realizm Quine’owski obchodzi sie
w ten sposéb bez postulowania jakich$ odrebnych obiektéw mate-
matycznych. Godel natomiast, cho¢ nie umniejsza roli matematyki
w opisie fizycznego $wiata, uznaje Swiat obiektéw matematycznych
za samodzielne uniwersum badan. O ile dla Quine’a matematy-
ka to przede wszystkim nauka stosowana (a wiec integralna cze$é
teorii fizycznych), o tyle dla Gédla «prawdziway matematyka to
matematyka czysta.

Ostatnim zagadnieniem omawianym przez Wojtowicza sa
«zmaganiay Godla z hipoteza continuum (rozdzial siédmy). Ten
chyba najciekawszy rozdzial ksiazki pokazuje, w jaki sposéb ogdlne
poglady filozoficzne Godla odzwierciedlaty sie w sposobie rozwia-
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zywania konkretnych probleméw matematycznych. Gédel dowiodt
niezalezno$ci postawionej przez Cantora hipotezy. Jednakze jego
filozoficzne przekonanie o obiektywnosci prawd matematycznych
i istnieniu matematycznego uniwersum kazato mu na tym nie po-
przestaé. Jako realista wierzyl bowiem w mozliwos¢ rozstrzygnie-
cia pytania o prawdziwos¢ tej hipotezy. Inna sprawa, ze mimo
dhugotrwaltych staran, nie udato si¢ Godlowi tej mozliwosci zreali-
zowag.

Jak wspomina Wojtowicz, Godlowskie rozwazania nad hipote-
za continuum i — ogblniej — zdaniami niezaleznymi zaowocowaly
sformutowaniem przez Godla «programuy poszukiwania aksjoma-
téw dla teorii matematycznych. Program ten, nazwany imieniem
tworcy, a postulujacy nowa metode rozstrzygania otwartych pro-
bleméw matematycznych, jest obecnie realizowany z powodzeniem
miedzy innymi w ramach tzw. matematyki odwrotnej

Ksiazka Wéjtowicza jest godna polecenia lekturg zaréwno dla
filozofow, jak i dla matematykéw. Pozwala spojrze¢ na postaé
Godla z niecodziennej perspektywy i w nowym Swietle stawia je-
go dokonania matematyczne. Nasuwaja mi sie tylko dwie uwagi
krytyczne. Pierwsza uwaga dotyczy zbyt stereotypowego przed-
stawienia pogladéw zaréwno Hilberta, jak i logicznych pozytywi-
stow. To instrumentalne ich potraktowanie mozna jednak uspra-
wiedliwié¢. Dokladna analiza wymienionych doktryn wymagataby
znacznie obszerniejszych wywodow, przez co praca stracitaby na
spéjnosci. Druga uwaga dotyczy kompozycji catodci ksigzki. Jak
pisze autor w przedmowie, ksigzka powstata na podstawie kilku
wczesniej publikowanych artykutéw. Ma to swoje dobre i zte stro-
ny. Do dobrych nalezy to, ze poszczegdlne rozdzialy mozna czytaé
jako oddzielne, niezalezne od reszty eseje. Strona zta ujawnia sie
podczas czytania ksiazki «od deski do deski». Ma sie wtedy wra-
zenie, ze autor niepotrzebnie wraca do rozwazanych juz wczesniej
kwestii.

Whitehead napisal kiedys, ze cala filozofia zachodnia to przy-
pisy do Platona. Jesli tak byloby rzeczywiscie, to ,,Platonizm ma-
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tematyczny” mozna nazwac¢ ,komentarzem do przypiséw”. Nie jest
to jednak bynajmniej okreslenie pojoratywne. Nie rozstrzygajac,
czy Whitehead mial racje, przyznajmy ze zadziwiajaca jest aktu-
alnoé¢ pytan stawianych przez Platona, a jeszcze bardziej — wielu
udzielanych przez niego odpowiedzi. Obecnosé¢ platonskich watkéw
u tak wielu wspoélczesnych myslicieli, do ktérych nalezat i Godel,
stanowi uzasadnienie tezy, ze wielka filozofia nigdy sie nie dez-
aktualizuje. Ksiazka Wéjtowicza o tym przypomina i sktania do
refleksji nad starymi, choé¢ wcigz istotnymi pytaniami metafizyki.

Anna Brozek



