Maszyna Posta

Nazwisko Emila Posta zwdane jest z rhymi zagadnieniami logiki formalnej. Dla
przecetnego studenta kojarzy e¢siz badaniami metalogicznymi dotyexmi rachunkéw
zdaniowych, w szczegoélda z powstaniem logik wielowarfoiowych, czy te z
twierdzeniem o petrii klasycznego rachunku ztla

Znana anegdota opowiada, Tarski w rozmowie z Postem stwierdzite Post jest
amerykaskim logikiem, jedynym nie-Polakiem, ktory tak waeliokonat w dziedzinie bafla
logicznych nad rachunkami zdaniowymi. Tarski redagwat, © Post miat odpowiedzie ze
urodzit st w Polsce. Rzeczyégie urodzit s¢ w zydowskiej rodzinie 11.02.1897 roku w
Augustowie. Wraz z rodzicami wyemigrowat do Nowegurku w 1904 roku- Zastugi Posta
dotycz réwniez zagadnié zwigzanych z rozstrzygalsoia. Znane g tzw. jezyki Posta: ¢zyki
kanoniczne, gzyki normalne oraz tag-system. Post, jak pokazoj badania historyczne,
wyprzedzit idee Goedla i Churcha w badaniach nadtreygalnécia i niezupetnécia.? Kiedy
jednak moéwi si, w kontekcie zagadnig zwiazanych z rozstrzygaldoia, o abstrakcyjnych
maszynach matematycznych, to zazwyczaj w pierwsrygdzie kojarzone g maszyny
Turinga. Nie wszyscy wiedz ze Post stworzyt koncepcpbstrakcyjnej maszyny, zwanej na
jego czé¢ maszyn Posta i to niezakmie od Turinga. Koncepcja jego maszyny opisanavwest
artykule ‘Skaiczone procesy kombinatoryczne - sformutowanie 1§rnk ukazat si w
numerze kwartalnikd he Journal of Symbolic Logivol.1, nr.3, ss. 103-105, z ikwa 1936
roku? Ten numer zaopatrzony jest w rgmtjaca notke edytorslg: ‘Otrzymane 7 padziernika
1936. Czytelnik powinien poréwhaartykut napisany przez A. M. Turinga ‘O liczbach
obliczalnych’, ktory ma si niebawem ukazaw Proceedings of the London Mathematical
Society Niniejszy artykut jednale, pomimo tegoze nosi péniejsz dat zostal napisany
catkowicie niezalenie od artykutu Turinga”.

Maszyna Posta (w skrocie MP) jest, podobnie ghktby maszyna Turinga, maszyn
abstrakcyjn. Wyjasnienia wymaga stowo ‘abstrakcyjn Znaczy to,ze taka maszyna nie
istnieje w rzeczywistei fizycznej, poniewa w idei takiej maszyny uswto ograniczenia
natazone przez prawa fizyki, odnag® s¢ do czasu i przestrzeni. Maszyna bowienzeno
dziatat dowolnie dilugo dysponag niesk@czom tasma podzielom na jednakowe kratki.
Tasma ta jest nieskaczona w lewo i w prawo, podobnie jak prosta nazgagnie z tym,ze
kratek jest tyle samo ile jest liczb catkowityclsa one ponumerowane za pomoliczb

! Por. W. Marciszewski ‘Can Turing-Post Machine Ricel Perequisites for Automated ReasoningZEmait L.
Post and the Problem of Mechanical ProvabjlBjatystok 1998, s. 8.

2 Por. R. Murawski ‘E. L. Post and the developménhathematical logic and recursion theory’, Emil Post

and the Problem of Mechanical Provabiliiatystok 1998, ss. 21-22. Tantteytowany jest fragment listu
Posta do Goedla, gdzie Post pisze: ‘...perhapbdkel can say is that | would have proved Goedélsorems

in 1921 — had | been Goedel.’, s. 22.

% Do tego podstawowego artykutadziemy st w dalszym cigu pracy odnosiwedtug nasipujacej konwencii:
Post [1936] s. ...; podamy tu numer strony

* Dane artykutu Turinga: A. M. Turing ‘On computableumbers, with an application to the
EntscheidungsproblemRroceedings of the London Mathematical Socistr. 2, 42, nr. 3, 4, (1936) ss. 230-
265; poprawka - tame, 43, nr. 7, (1937) ss. 544-546. Z powodu popraakykut Turinga niestusznie
przytaczany jest z dafl936/1937.



catkowitych zgodnie z ich zwyklym upemkowanient Taka tdma jest pierwsz czescia
tworzaca MP (sam Post nazywastag symbol spacePost [1936] s. 103). Dragczescia
tworzaca MP jest uradzenie czytajce - lub czytnik (wg. Postavorker, alboproblem solver
Post [1936] s. 103). Niemal dokfadnie tak samo\ekbnstrukcji maszyny Turinga. Kda z
kratek tamy jest pusta albo nie jest pusta. Dla obu sytufdgponujemy symbolami, ktére
MP rozpoznaje. Mamy symbol O, oznaczgj ze kratka jest pusta; symbol | oznacze,
kratka nie jest pustalnformacja o tym, ktére kratkiasoznaczone symbolem 0, a ktére
symbolem | okréla stan ta&my. Czytnik porusza giwzdiwz tasmy w dyskretnym czasie, to
znaczy niecigle. W dowolnym momencie czasowym czytnik czytaagakonkretra kratke.
Kazdy ruch czytnika zwiemirokiem Stan té&my wraz z informagj o tym nad ktds z kratek
znajduje si aktualnie czytnik zwiemwewretrznym stanem MP

MP mae wykonyw& operacje sktadage s¢ z ruchow maszyny w lewo lub prawo,
wpisywania lub wymazywania symboli. Operacja preghiw zgodzie programem ktory z
kolei sktada s z instrukcji wykonywanych przez maszyn Dowolna instrukcja, czyli
elementarny krok maszyny musi podpagad jeden z nagbujacych schematdw:
(1) - rusz w prawo do nagmef kratki - symbolicznie: i j.
(2) -rusz wlewo do naginej kratki - symbolicznie: i |.
(3) - wpisz do obserwowanej kratki symbol | - syhtznie: . 1]j.
(4) - wyma symbol wpisany do obserwowanej kratki - symboliezn i. O j.
(5) - zréb ruch warunkowy - symbolicznie: ij..
(6) - zréb ruch stop -symbolicznie: i.#;
gdzie i, j, k, przebiegajzbior liczb naturalnych bez zera.

Niektore z powyszych schematéw instrukcji MP wymagdjomentarza. | tak, numer na
poczatku kazdej instrukcji (w naszym przypadku i.) jest numerénstrukcji ktora jest
wykonywana. Wszystkie cztery pierwsze schematyuksfi na kaicu maj j., ktéra oznacza
numer instrukcji, ktég maszyna ma wykoigako nastpna.

W schemacie (4) maszyna ma wymaggmbol z obserwowanej kratki, czyli kratka m& by
pusta, a to znaczye ma st w niej znale¢ symbol O i tego typu instrukcja me® by
wykonana o ile obserwowana kratka jest niepustaloBoa uwaga dotyczy schematu (3),
moze taka instrukcja @y wykonana o ile kratka jest pusta. W przeciwnymypadku
instrukcje g traktowane jako niewykonalne.

Schemat (5) nalg rozumi€ nastpujaco: w i-tej instrukcji wykonasz ruch w zateosci od
tego co rozpoznaSav obserwowanej kratce, §e obserwowana kratka zawiera symbol 0 to
przejd: do instrukcji o numerze j., §& w obserwowanej kratce rozpoznasz symbol I, to
przejdz do instrukcji o numerze k.. W przypadku schema&i rhaszyna si zatrzyma.
Instrukcje podpadage pod schematy (5) oraz (6), nie zmienspnu wewetrznego MP.

MP mae: albo st zatrzyma wypetniapc instrukcg typu (6) — tzwpoprawny stopalbo s¢
zatrzyma nie mogc wykon& niewykonalnej instrukcji — tzwniepoprawny stopalbo nigdy
sig nie zatrzyma.

® Liczby catkowite tworz w pewnym sensie uktad wsp&idnych, dzéki ktéremu maemy identyfikowa
poszczegoblne kratki. Fma jest przez to jakby ‘przestrzepednowymiarow’.

® W ogélnym przypadku MP nie rozpoznawa (dysponowd) wicksz, skaiczory iloscia symboli. Post w
swoim artykule rozwzat maszyny z dwoma symbolami; symbolem | oraz syeth® oznaczagym pole puste.
"W idei maszyny Turinga wyspuje pogcie stanu wewgtrznego, ale znaczy zupetnie co innego éobetni
podobra role. Czytnik maszyny Turinga posiada ékaom liczbe stanéw wewstrznych.

8 Okreslenie ‘nastpnej’ znaczy; kolejnej zgodnie z padkiem okrélonym w zbiorze liczb catkowitych.

® Maszyna bowiem umie rozpoznazy obserwowana kratka jest pusta czyrie jest pusta. Post [1936] s. 103.



Programem dla MP nazwiemy dowolny 8&pony, niepusty ag instrukcji podpadagych
pod ktéryg z széciu wymienionych schematéw.

W poprawnym programie MP instrukcje maidzny¢ utozone wedtug kolejnici numerow
instrukcji (tzn. i-ta instrukcja na i-tym miejscu kolejncsci pojawienia si programie). Drugi
wymaog poprawngci programu jest takize jesli maszyna jaks$ instrukcg wykona i na mocy
tej wykonanej instrukcji ma prz&j do instrukcji o jakild numerze, to w programie musidy
instrukcja o tym wskazanym numerze.

Aby program dla MP mdgt zagzdziatat nalezy go zapisai ustawt maszyr nad polem o
wspotrzdnej zero (rodzaj standardowej pozycji) z glarym stanem tamy.
Przyktad programu dla MP:
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Aby ten program mogt zadzigtanalezy dodatkowo okrdi¢ stan tamy. Ot& czytnik jest
nad kratlh o wspotrzdnej zero. Wszystkie kratki mawpisany symbol 0, oprocz kratki o
wspétrzdnej dwa, gdzie wpisany jest symbdf Program ten przy zadanym stanigng, jak
Czytelnik mae sam sprawdgj doprowadzi do niepoprawnego stopu maszyny. OGryevi
inny stan tamy dla tego samego programu ieaa inny rezultat, jak i inny program dla tego
samego stanudmy maze d& inny rezultat.

Jedn z najprostszych operacji obliczalnych, ckoaych w zbiorze liczb naturalnych, jest z
pewndcia funkcja nasgpnika. Ogdlnie rzecz biac w naszej stylizacji maszyny Posta chodzi
o to, by na témie byt zapisana zadana z géry liczba naturalnktdryg na mocy przytej
obecnie konwencji przedstawidedziemy w postaci nieprzerwanegagi n+1 symboli I.
Tak wiec zero reprezentuje jeden symbol |, précz niegméajest pusta. Konwencja ta
utatwia pisanie programow. Napujacy program wykonuje operacjnastpnika dla stanu
wewrgtrznego MP, gdy na §mie jest zapisany skazony, nieprzerwany gy symboli |, z&
czytnik znajduje si nad pierwszym symbolem | z lewej strony. Oproagotpozostate kratki
tasmy s puste.

2.1 3.
3. #

Program ten wypisze jeden symbol | bezpdnio w polu na lewo od nieprzerwanegagai

I-ek. Mozna ten prosty program przedstawi postaci graficznej, za pomptzw. diagramu

19 przyktad ten pochodzi z pracy V. A. Uspensky ‘Bodfiachine’, Mir Publishers, Moscow 1983; s. 16.
Ksiazeczka Uspienskiego w dym stopniu oddziatata na niniejsprezentag.



Opis tego diagramu jest bardzo prosty. Dagéw wpisane snumery reprezentuyjkolejne
wiersze programu. Strzatki skierowange do tych okegdéw, ktére reprezentajwiersze
programu, do ktérego ma prz&eMP po wykonaniu zadanej w kigeym wierszu operaciji.
Naturalnie dla zieonych programéw diagram jest bardziej skomplikowaklozliwe sa
oczywiscie diagramy, gdzie z jednego ofu wychodz dwie strzatki, co odzwierciedla
sytuacg polecenia z instrukcji podpadagj pod schemat (5). Rysunek pawsmy (i inne)
peinic maze rok heurystycznego argumentu za réwnem@cia maszyn Posta i maszyn
Turinga. Tego typu diagramy dla maszyny Turingarmva, czesto z angielskélow graph'*
Dla tych maszyn (Turinga) numery w egach oznaczajstany wewatrzne®?

Kompletny program dla MP realizigy operag} nastpnika, dla najbardziej ogélnego stanu
tasmy, wyghdat maze tak*?

1. ? 2./3.
2. « 4

3. - 4

4. ? 5.J/3.

5. 1 6.

6. « 7.

7. ? 8.J15.
8. - 9.

9. ? 10./8.
10. 1 11.

11. - 12
12. ? 13./19.
13. - 14
14. ? 5./13.
15. - 16.
16. - 17.
17. ? 23./18.
18. 0 16.
19. ~ 20.
20. ~ 21.
21. ? 23./22.
22. 0 20.
23. #

Dla tego programu nioa naturalnie zbudowadiagram. Gdy nad strzatkami diagramu
zapiszemy operacje, ktére wykonuje MP, to uzyskamgmal jednoznacznylow graph
maszyny Turinga.

" Por. na przyktad znakoniksiazke; G. Boolos, R. Jeffrey ‘Computability and Logi€ambridge University
Press, third edition 1989, oraz A. W. MostowskiPAwlak ‘Logika dla inynieréw’, PWN, Warszawa 1970, ss.
236-242.

12 por. wezéniejszy przypis wskazagy na réne rozumienie terminu ‘stan weetrzny’ dla obu typédw maszyn.
13 Por. V. A. Uspensky ‘Post’s Machine’, Mir PublisheMoscow 1983, ss. 39-48.



Jak s¢ wydaje Emil Post byt postachieprzecttna. Na jego przyktadzie i innych wybitnych
logikow wida jak niepdlednia role w badaniach logicznych odgrywa baza filozoficAnast
réwniez filozofowat przy okazji swoich badaogicznych** W artykule Post [1936] ss. 104-
105, Post pisze: ‘Pigzy (the writer; tzn. sam Post; AO) spodziewa, sie niniejsze
sformutowanie okze st by¢ logicznie rownowane rekurencyjn&ci w sensie rozwirtym
przez Goedla-Churcha.’ (ttum. AO). Ghtego nie dowodzi, to jednak jego przypuszczenie
okazato st by¢ stusznym. Poza tym uwa, ze warté¢ tego sformutowania (w postaci maszyn
Posta) stiay¢ ma ‘psychologicznej wiergoi’ (psychological fidelity) dlavorking hypothesis
(roboczej hipotezy), zatem wymagegj jeszcze pracy, na rzecz tego co sformutowatr€thu
— mianowicie identyfikacji efektywnej obliczalf@ z rekurencyjnécia, czyli Tezy Churcha.
Sam Church napisat na temat artykutu Posta krytycdwasna’ recenzg.'®

Sam Post uwat, podobnie zresztjak Goedel,ze matematyczne pgjie obliczalndci
posiada charakter absolutny, niezale od przygtego formalizmu. Proponowat jednak, aby
nie traktowa powyzszej ‘roboczej hipotezy' ani jako definicji (jakge chciat Church), ani
jako aksjomatu, ale jako rodzpjawa natury Hipoteza ta wraz z niezupekuoi arytmetyki
Peano oraz wynikami Churcha o nierozstrzygahgoewnych probleméw wypowiada
prawdy, odnoszce st do formalizmu jako takiego.

14 przedstawienie interesaych filozoficznie koncepcji Posta wymagatoby gufrego artykutu.
15 A. Church; Reviev of Post [1936], Whe Journal of Symbolic Logi¢1937) vol.2, nr.1, s. 43.



