GODEL A TEZA CHURCHA

Mozna byc¢ pewnym, ze jesli aktualnie istnieje Pan Bog, to Godel ma z nim bezposredni
kontakt. Jak pisze R. Murawski['], stowa powyzsze wypowiedzial Andrzej Mostowski
podczas wyktadu 12.10.1973 roku, a zatem jeszcze za zycia Gaodla.[*] Ciekawe, co miat
Mostowski na mysli, wypowiadajac takie stowa? Mozna jedynie spekulowac, ale chyba
pierwsza narzucajaca si¢ mysla jest ta, ze chciat w ten sposéb podkreslic wnikliwos$¢ 1
nieomylnos$¢ intuicji Godla. Wydaje sig, ze chcial réwniez wskaza¢ nadzwyczajnos¢
austriackiego logika, sam przy tym bgdac wybitnym logikiem. Wypowiedz ta pokazuje
takze, iz Godel cieszyt si¢ wielkim autorytetem w Srodowisku logikéw. Z jego opiniami
si¢ liczono, a czgsto wyznaczaly one kierunki rozwoju logiki ubiegltego stulecia. W
niniejszym artykule, chcialbym zapoznac polskiego czytelnika z opinia Godla na temat
tego, co zwiemy dzisiaj Teza Churcha (w skrocie TC).[3]

1. W tej czgsci artykulu przedstawimy krétko sformutowanie 1 histori¢ TC. Alonzo
Church (1903-1995) od momentu, jak wspominaja jego uczniowie Kleene i Rosser,
zbudowania tzw. lambda-rachunku i1 zbadania jego wlasno$ci, zastanawial si¢ nad
potrzeba zdefiniowania intuicyjnego pojecia efektywnej obliczalnosci. Swiadczy to
chyba o duzej kulturze i wrazliwosci filozoficznej tego logika i matematyka. Kiedy
zostato w Princeton dowiedzione, przez Churcha, Kleenego i Rossera, ze klasy funkcji
lambda-definiowalnych i ogdlnie rekurencyjnych sa identyczne, Church sformutowat
swa tez¢ w nastgpujacej postaci:

(TC) Jak sie okaze, definicja efektywnej obliczalnosci moze by¢ podana w kazdej z
dwoch nastepujqcych i rownowaznych form:

(1) ze dowolna funkcja liczb naturalnych bedzie nazwana efektywnie obliczalng , jesli
jest lambda-definiowalnq ...,

(2) zZe dowolna funkcja liczb naturalnych bedzie nazwana efektywnie obliczalng, jesli
jest [ogdlnie] rekurencyjng ... .[ ]

Pierwsze sformutowanie TC zostalo dokonane w abstrakcie skierowanym do American
Mathematical Society, noszacym datg 22.03.193S. Oficjalnie TC opublikowana zostata
w artykule An unsolvable problem of elementary number theory[’]. W tej wiasnie
pracy, wspomina Church (w przypisie 18) o tym, iz pytanie o relacj¢ pomigdzy
efektywna obliczalnoscia i rekurencyjnoscia zostalo postawione przez Godla w
rozmowie z nim. Pytanie o relacj¢ pomigdzy efektywna obliczalnoscia, a lambda-
definiowalno$cia zostalo postawione niezaleznie przez Churcha. Godel byt
zainteresowany relacja pomigdzy efektywna obliczalnoscia, a rekurencyjnoscia z tego
powodu, ze to drugie pojgcie pochodzito od niego. Termin rekursiv pojawia si¢ w

' R. Murawski, Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki, UAM, Poznan 1990; motto ksiazki.

* Przypominam, ze Kurt Godel zyt w latach 1906-1978.

* Nazwa Teza Churcha pochodzi od S. C. Kleene’ego z nastgpujacych publikacji: Recursive predicates
and quantifiers, Transactions of the American Mathematical Society, 53 (1943), ss. 41-73; Introduction
to Metamathematics, Amsterdam 1952, rozdziat XII; zobacz rowniez: Origins of Recursive Function
Theory, Annals of the History of Computing, vol.3, nr.1 (1981), s. 59.

* Church ujmowat swa teze raczej w terminach definicji pojeé. Jego teza miata byé definicja pojecia
efektywnej obliczalnosci. To powyzsze sformutowanie jest cytatem z artykutu Churcha (zob. nastepny
przypis), cho¢ wystgpuje w literaturze wiele wersji rownowaznych. Czgsto TC formuluje si¢ jako
identyczno$¢ ekstensji dwdch pojec. Wszystkie ttumaczenia tekstow obcojezycznych pochodza ode mnie.
3 Opublikowane w: The American Journal of Mathematics, vol. 58 (1936), ss. 345-363.



najstynniejszej pracy Godla dotyczacej niezupetnosci arytmetyki liczb naturalnych.[°]
W odniesieniu jednak do funkcji znaczylo to, co znaczy dzisiaj termin pierwotnie
rekurencyjny. Dopiero podczas swych wyktadéw w Princeton, zdefiniowal Godel
obszerniejsza klasg¢ funkcji, idac za pewnymi sugestiami J. Herbranda, ktére zwiemy
dzisiaj funkcjami rekurencyjnymi.['] Kiedy M. Davis przygotowywal swéj stynny
wybor najwazniejszych prac na temat rozstrzygalnosci, jako drugi w kolejnosci artykut
umiescil (spisana przez Kleenego i Rossera) wersj¢ wyktadow Godla z Princeton
(1934). Godel dodat do pierwszego wydania wyktadow przypis trzeci, ktéry brzmi:

Odwrotnos¢ teg08 wydaje sie by¢ réwniez prawdziwa, jesli oprécz [pierwotnej][’]
rekursji ... dodana zostanie rekursja o innej postaci (np. wzgledem dwoch zmiennych
rownoczesnie). Nie moze to zosta¢ dowiedzione, poniewaz pojecie skonczonego
obliczania nie jest zdefiniowane, ale moze stuzy¢ jako zasada heurystyczna.['’]

Miejsce to zostalo przez Davisa zrozumiane, jako pewne sformulowanie TC. W
prywatnej korespondencji Godel odciat si¢ zdecydowanie od takiego rozumienia:

... [ nie jest prawdq, zZe przypis 3 jest sformutowaniem Tezy Churcha. Wyrazone tam
przyblizenie odnosi sie jedynie do rownowaznosci ‘skonczonej procedury (obliczania)’ i
‘procedury rekurencyjnej’. Ja sam, w czasie tych wyktadow, nie bytem wcale
przekonany, ze moje pojecie rekursji zawiera wszystkie mozliwe rekursje;...["]

Church opisat, wspomniana powyzej, dyskusj¢ z Godlem na temat definicji efektywnej
obliczalnosci w liscie do Kleenego z dnia 29.11.1935:

Jesli chodzi o Godla, i pojecia: rekurencyjnosci i efektywnej obliczalnosci, to historia
Jjest nastepujqca. W dyskusji z nim, na temat lambda-definiowalnosci, okazalto sie, ze nie
ma dobrej definicji efektywnej obliczalnosci. Mojq propozycja, zZe lambda-
definiowalnos¢ mogtaby stuzy¢ za takq definicje, uznat Godel za catkowicie
niesatysfakcjonujqcq (thoroughly unsatisfactory). [...] Jego jedynq ideq w tym czasie
byta ta, ze mozliwe bytoby, przyjmujqc efektywnq obliczalnos¢é za pojecie pierwotne,
przyjac zbior aksjomatow, ktore wyrazatyby ogolnie przyjete wlasnosci tego pojecia, i
zrobienie czegos na takiej bazie. PozZniej ewidentnie zdal sobie sprawe z tego, Ze
Herbranda definicja rekurencyjnosci [...] moze zosta¢ zmodyfikowana w kierunku
efektywnej obliczalnosci i taka propozycje podat w swoich wyktadach. W tym czasie
stawiat pytanie o zwiqzek pomiedzy rekurencyjnosciq, w tym nowym sensie, a efektywnq
obliczalnosciq. Powiedziat jednak, zZe nie uwaza, iz te dwie idee mogtyby by¢ w sposob
satysfakcjonujqcy zidentyfikowane - ‘jednie heurystycznie’.[ 2

% K. Godel, Ueber formal unetscheindbare Saetze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I,
Monatshefte fuer Mathematik und Physik, 38 (1931), ss. 173-198.

7 Definicja tej klasy funkcji nazywa si¢ w literaturze definicja Herbranda-Gadla. Zob. na przyklad: A.
Koscielski, Teoria obliczen, Wydawnictwo Uniwersytetu Wroctawskiego 1997, ss. 48-71.

¥ Tzn., Ze funkcje rekurencyjne maja ta wazna whasno$é, iz dla dowolnego ustalonego argumentu warto$é
funkcji moze by¢ obliczona za pomoca skonczonej procedury.

’ Stowo pierwotnej nalezy doda¢, aby dobrze rozumie¢ wypowiedz Godla. Por. M. Davis, Why Gdodel
Didn’t Have Church’s Thesis, Information and Control, 34 (1982), ss. 5-6.

0 The Undecidable, M. Davis (ed.), Raven Press, New York 1965, s. 44. Przypis ten zostal w antologii
Davisa wlaczony do tekstu. W pierwszym wydaniu tej pracy przypis ten zostat przez Godla dopisany w
tzw. ‘notes and errata’. Juz po przygotowaniu antologii do druku Godel zglosit korekcje tego przypisu:
{to stwierdzenie jest nieaktualne; zobacz ‘Postscript’.}; por. M. Davis, The Undecidable, s. 74.

""M. Davis, Why Gédel Didn’t ..., s. 8.

'> M. Davis, Why Gédel Didn’t ..., s. 9.



Mozna chyba stwierdzi¢ na podstawie powyzszych tekstow, ze stanowisko Godla
odnosnie TC byto, w tym okresie, bardzo ostrozne. Koresponduje to chyba dos¢ dobrze
z osobowoscia Godla. Jak wspominaja niektorzy logicy, byt on cztowiekiem bardzo
oszczegdnym w stowach i w formutowaniu ostatecznych opinii. Dyskusja, o ktorej
WSpOIniIllgl Church, zdziwita Davisa; nie swym przedmiotem, lecz tym, ze si¢ w ogole
odbyta.[ ]

2. W pogladach Godla na TC nastapita zmiana, kiedy zapoznal si¢ z analizami A.
Turinga tyczacymi procesu obliczania. Turing, jak uwazal Kleene, w przeciwienstwie
np. do E. Posta (czy J. Pepisa[m]), dziatat catkowicie niezaleznie od grupy Princeton.["]
Praca Turinga z 1936 roku zatytutowana On Computable Numbers, with an Application
to the Entscheidungsproblem['°] zawiera intuicyjna (dokladniej odwolujaca sie do
intuicji) analiz¢ procesu obliczania przez cztowieka.['] Byta ona przekonywujaca dla
Godla, ktéry w ‘Postscriptum’ do publikacji swych wykladéw z Princeton, w antologii
Davisa, pisze:[lg]

W konsekwencji pozZniejszych osiqgniec, w szczegolnosci wyniku, ktory zawdzieczamy
pracy A. M. Turinga, moze zosta¢ obecnie podana precyzyjna i adekwatna definicja
ogolnego pojecia systemu formalnego. Istnienie nierozstrzygalnych zdan arytmetyki i
niemozliwosci dowiedlnosci niesprzecznosci w tym samym systemie mogq zostac scisle
dowiedzione, dla kazdego niesprzecznego systemu formalnego zawierajqcego pewien
fragment skonczonej (finitary) teorii liczb.

Praca Turinga daje analize ‘mechanicznej procedury’ ( alias ‘algorytmu’ lub
‘procedury obliczania’ lub ‘skonczonej procedury obliczania’). To pojecie okazato sie
by¢ rownowazne z pojeciem ‘maszyny Turinga’. [...] (Nalezy zauwazyc, Ze pytanie o to
czy listniejq skonczone nie-mechaniczne procedury( I nieréwnowazne zadnemu
algorytmowi, nie ma nic do adekwatnosci definicji ‘systemu formalnego’ ani
‘mechanicznej procedury’).[*°]

Wydaje sig, ze Godel w tym fragmencie wyraza przekonanie, iz analiza Turinga jest
poprawna, a co za tym idzie, Godel w tym czasie uznawal TC. To, ze byt przekonany co
do adekwatnosci tej analizy, wyraza chocby w swym liscie do Kreisla z 01.05.1968:

But I was completely convinced only by Turing’s paper.[*']

3 'W podobnym tonie wypowiadat si¢ S. Feferman, w czasie wyktadu wygloszonego przed kilku laty na
Uniwersytecie Jagiellonskim. Przedmiotem wyktadu byto, migdzy innymi, poréwnanie Godla z Tarskim.
' Polski logik z okresu miedzywojennego, dziatajacy we Lwowie. Korespondowat z Churchem. Praca
doktorska na temat nierozstrzygalnos$ci wezszego rachunku predykatéw, opublikowana w 1937 roku we
Lwowie. Promotorem byt E. Zylinski, za$ referentami (recenzentami?) S. Banach i L. Chwistek.

' Zob. Reminiscences of Logicians, (rep. by J. N. Crossley), w: Lecture Notes in Mathematics 450,
Springer-Verlag, New York/Berlin 1975, ss. 6-7; réwniez: M. Davis, Why Gédel Didn’t ..., s. 14.

16 yy: Proceedings of the London Mathematical Society, ser. 2, vol. 42 (1936-7), ss. 230-265; przedruk w
antologii M. Davisa, The Undecidable, ss. 116-151, do tej publikacji pracy Turinga beda si¢ odnosity
numery stron.

17 Turing, On Computable ..., ss. 135-140.

'8 Data napisania ‘Postscriptum’ to 03.06.1964.

1 Tutaj Godel daje przypis: Le. takie, ktore wymagajq uzycia abstrakcyjnych terminow (terms) w
zaleznosci od ich znaczenia. Zob. moj artykut w Dialectica, 12 (1958), s. 280.

*" M. Davis (ed.), The Undecidable, s. 71-72.

2l Cytuje za: R. 1. Soare, Computability and Recursion, The Bulletin of Symbolic Logic, vol. 2, nr. 3
(1996), s. 295. Po polsku: Ja zostatem catkowicie przekonany dopiero artykutem Turinga.




Formalizacja pojgcia obliczalnosci, dokonana przez Turinga okazata si¢ byc
rownowazna formalizacji Churcha, Herbranda-Gdodla, Kleenego i Posta. Mozna pyta¢ o
to, co ostatecznie przekonalo Godla w argumentacji Turinga. Davis, w cytowanym
artykule o Godlu i TC sugeruje, ze Turing, odwotujac si¢ do intuicji, zrealizowat
wlasciwie Owczesny zamiar GoOdla zaksjomatyzowania pojecia obliczalnosci.
Aksjomaty mialy wyraza¢ ‘oczywiste’ wlasnosci pojgcia obliczalnosci (zob. wyzej).

Ciekawym jest to, ze juz w 1935 roku Godel, w referacie wygtoszonym w Wiedniu,
poczynil pewne spostrzezenia odnosnie funkcji obliczalnych (rechenbar) w pewnym
systemie formalnym.[22] Pojecie  funkcje obliczalne, w taki sposob zostalo
scharakteryzowane w pewnym systemie formalnym S:

... funkcja @(x) moze by¢ nazwana obliczalng w S, jesli kazdemu liczebnikowi m
odpowiada liczebnik n taki, ze @(m) = n jest dowiedlne w S. W szczegdlnosci, np.
wszystkie rekurencyjnie (recursively) zdefiniowane funkcje sq obliczalne w klasycznej
arytmetyce (i.e. w systemie S; ciqgu systemow zdefiniowanego ponizej).[ ]

Zgodnie z koncepcja Godla dysponujemy pozaskonczonym ciagiem, coraz to
silniejszych systeméw formalnych S;, gdzie /< i. Pojecie obliczalnosci funkcji jest
absolutne w nastgpujacym sensie:

Mozna pokazaé, zZe funkcja, ktora jest obliczalna w ktoryms z systemow S; lub nawet
w systemie pozaskonczonego typu, jest ona juz obliczalna w S;.[ten pierwszy system
zawiera na przyktad arytmetyke Peano (A.O.)] Tak wiec pojecie ‘obliczalnosc’ jest w
pewnym okreslonym sensie ‘absolutne’, podczas gdy praktycznie wszystkie inne znane
metamatematyczne pojecia (np. dowiedlnos¢, definiowalnosc, etc.) zalezq istotnie od
systemu, w ktérym zostaly zdefiniowane (with respect to which they are defined).[*’]

Z powyzszym fragmentem koresponduje ta oto znana wypowiedz Godla:

Tarski podkreslit w swoim wyktadzie (i mysle, ze stusznie) wielkq wage pojecia
ogolnej rekurencyjnosci (lub obliczalnosci w sensie Turinga). Mnie sie wydaje, Ze ta
waznos¢ pochodzi gtownie stqd, ze po raz pierwszy udato sie podanie absolutnej
definicji pewnego interesujqcego, epistemologicznego pojecia, i.e. niezaleznej od
wybranego formalizmu. We wszystkich innych dotychczasowych przypadkach, takich jak
dowiedlnos¢ lub definiowalnos¢, mozna je byto zdefiniowac tylko relatywnie wzgledem
danego jezyka, i dla kazdego konkretnego jezyka jest jasnym, ze taka definicja nie jest tq
o jakq nam chodzi. W wypadku obliczalnosci jednakze, chociaz jest ona zaledwie
specjalnym rodzajem dowiedlnosci lub rozstrzygalnosci, sytuacja jest inna. Dzieki
rodzajowi cudu, nie jest koniecznym rozroznianie typow (orders), a procedura
przekqtniowa nie wyprowadza poza definiowane pojecie. [ ]

2 Ueber die Laenge der Beweise, Ergebnisse eines Mathematischen Kolloquiums, heft 7 (1936), ss. 23-
24; przedruk w: M. Davis, The Undecidable, ss. 82-83.

» M. Davis, The Undecidable, s. 82.

* M. Davis, The Undecidable, s. 83.

» K. Godel, Remarks before the Princeton Bicentennial Conference on Problems in Mathematics, w: M.
Davis, The Undecidable, s. 84.



W tym miejscu warto zauwazy¢, ze Godel bardzo rzadko uzywat okreslenia funkcje
rekurencyjne. Szczegllnie od momentu zapoznania si¢ z analiza Turinga. Oto relacja
pewnego zdarzenia:

Podczas dyskusji z Godlem w Institute for Advanced Study w Princeton, kiedys w
latach 1952-54, Martin Davis od niechcenia (casually) uzyt terminu ‘teoria funkcji
rekurencyjnych’ jak to byto wtedy uzywane. Davis opowiadat; ‘Ku mojemu zdumieniu
Godel zareagowat ostro mowiqc, zZe ten termin powinien by¢ uzywany w stosunku do
dzieta, ktore dokonata Rozsa Peter.’[ % ]

Jest jeszcze jeden watek zwiazany z Godlem bezposrednio, za§ posrednio z TC. A.
Turing w swej pracy z 1936 roku (ss. 135-138) podaje argument za tym, ze procedury
umystowe nie moga doprowadzi¢ dalej, niz procedury mechaniczne. Argumentacje swa
opiera na zatozeniu, ktére uzasadnia topologicznie, iz umyst czlowieka moze miec
jedynie skonczona liczbg tzw. stanéw wewnetrznych. Godel sprzeciwial si¢ temu
twierdzac, iz procedury umystowe sg bogatsze od procedur mechanicznych. Umyst, w
jego uzyciu, nie jest statyczny, lecz dynamiczny[”’]. Wedlug niego, choé¢ na kazdym
etapie rozwoju umyst dysponuje jedynie skonczona iloscia stanéw wewngtrznych, to
jednak moze owa ilos¢ zmierza¢ do nieskonczonosci. W dyskusji z H. Wangiem Godel
miat sformutowaé¢ dwa zatozenia, przy ktérych argument Turinga dziata: pierwsze, ze
umyst cztowieka nie moze istnie¢ bez materii; drugie, ze zasadniczo mézg funkcjonuje
jak komputer cyfrowy.[**] Pierwsze z zatozeh Gddel uwazat ponoé za przesad naszych
czasow, ktory zostanie naukowo odrzucony.

W 25-tym Josiah Willard Gibbs Lecture wygtoszonym 26.12.1951 roku Godel
umiescit dwa twierdzenia: [29]

a) Niekompletnosc, niewyczerpywalnos¢ (incompletability, inexhaustibility) matematyki
- Umyst cztowieka nie jest w stanie sformalizowac catej swej matematycznej intuicji
(reguty inferencji wedlug Godla miaty charakter konstruktywistyczny). W formie
komentarza powiemy, ze wobec tego, by¢ moze TC jest takim wtasnie przypadkiem?

b) Albo umyst cztowieka przekracza mozZliwosci wszystkich maszyn, albo istniejq
teorioliczbowe zagadnienia nierozstrzygalne przez umyst. By¢ moze wtedy TC, albo nie
bylaby formalizowalna (matematyzowalna), albo jest nierozstrzygalna przez umyst.

3. W  ostatniej cze$ci artykulu chciatbym rozwazy¢ pewne szczegdtowe
zagadnienie. Jak wida¢ z powyzszego przedstawienia, zarowno tworca TC — Church
(explicite), Turing, jak i Godel (implicite), uwazali TC za definicje. Mozliwe sa inne
rozumienia TC: jako tezy wtasnie, czyli stwierdzenia o na p6t matematycznym, na pét
filozoficznym charakterze[*"]; jako twierdzenia empirycznego[’']; jako roboczej

% R. I Soare, Computability and ..., ss. 307-308.

7 Por. H. Wang, From Mathematics to Philosophy, Routledge & Kegan Paul, London 1974, ss. 324-326;
ten cytat doktadnie s. 325. Tekst tam przytoczony przez Wanga pochodzi prawdopodobnie z
korespondencji z Godlem.

* Zob. H. Wang, From Mathematics to ..., ss. 325-326. W pewien naturalny sposéb nasuwa si¢ tutaj
pytanie o to, czy Godel byt cztowiekiem wierzacym. Nie znam odpowiedzi na to pytanie, wiem jednak,
ze istnieje jego dowdd na istnienie Boga, oparty na dowodzie $w. Anzelma.

2 7ob. H. Wang, From Mathematics to ..., ss. 324-325; K. Godel, Some basic theorems on the
foundations of mathematics and their implications, w: Collected Works. Vol.IIl. Unpublished essays and
lectures, (ed.) S. Feferman, Oxford University Press 1995, ss. 302-321.

%0 Tak uwazat prawdopodobnie Kleene. Obecnie mozna méwié o ‘tezach’, jako o zjawisku.

3! Tak uwazat na przyktad J. Pepis, O zagadnieniu rozstrzygalnosci w zakresie wezszego rachunku
Sfunkcyjnego, Lwoéw 1937, s. 169.



hipotezy lub prawa natury[**]. Jesli jednak przyjmiemy, ze TC jest definicja, to pytamy:
jakiego rodzaju definicja?

Bardzo $cisle z tym problemem, zwiazane jest zagadnienie formalizacji intuicyjnych
pojeC. Tego wiasnie przyktadem jest TC i jako taka, wymaga usprawiedliwienia. Jesli
bowiem przyjmiemy, ze TC jest prawdziwa?, (trafna?), to istnieje intuicyjne pojgcie,
ktorego formalna charakterystyka wyczerpuje tre$¢?, (znaczenie?), jakie ono w jezyku
potocznym posiada. Jesli jest to mozliwe w jednym przypadku, to by¢ moze jest tez
mozliwe w innych przypadkach. Wprawdzie Goédel méwil o rodzaju cudu w tym
przypadku, ale w swym artykule O dtugosci dowodoéw zarysowal jakby program
podobnych definicji dla dowiedlnosci i1 definiowalnosci. Nalezy rozwazy¢, czy co$
takiego jest w ogdélnym przypadku mozliwe. Jesli mamy na poczqtku niewyrazne
(vague), intuicyjne pojecie, jak mozemy znalez¢ ostre pojecie, ktore mu wiernie
odpowiada? — pytat Godel.[*’] Odpowiedz Godla jest bardzo prosta, a nawet trywialna.
Uwazal mianowicie, ze pojecie to (tzn. efektywnie obliczalnej funkcji) byto zawsze
ostre, ale mySmy go takim jedynie nie postrzegali. Godel zauwaza daleko idace
podobienstwo pomigdzy postrzeganiem zmystowym, a umystowym. Réznica lezy
gléwnie w tym, ze to pierwsze jest mniej bezposrednie, niz to drugie. TC, byla dla
Godla argumentem za swoistym optymizmem teoriopoznawczym i realizmem (w sensie
platonskim). Zwrot: probowaé zobaczyc¢ (i.e. zrozumiec) jakies pojecie jasno, jest
precyzyjniejszym oddaniem zwrotu: zdaniem sprawy z tego co rozumiemy przez jakies
stowo (examining what we mean by a word).[**] Gdel byt zwolennikiem platonizmu w
filozofii matematyki, obiektywnego istnienia obiektdw matematycznych, i mial dla
niego powazne racje. Rownoczesne przyjecie TC 1 platonizmu moze jednak prowadzi¢
do pewnych trudnosci.[*’]

Powracamy jednak do zasadniczego watku tej czgsci artykulu, mianowicie do
rozwazenia jakiego rodzaju definicja miataby by¢ TC. Przytoczmy jeszcze jeden
fragment z artykutu Churcha:[*°]

Zdefiniujemy teraz pojecie [...] efektywnie obliczalnej funkcji nieujemnych liczb
catkowitych przez identyfikacje jej z pojeciem funkcji rekurencyjnej okreslonej w zbiorze
nieujemnych liczb catkowitych (lub z lambda-definiowalnq funkcjq |[...]). Definicja ta ma
by¢ uzasadniona, przez dalsze rozwazania, w takim stopniu, w jakim mozna uzasadnic¢
wybor formalnej definicji, ktora moze korespondowac z intuicyjnym pojeciem.

Jak wida¢ Church definiowatl pojgcie, a nie zbior. Kiedy jednak obecnie przytacza si¢
TC, to méwi si¢ o identycznosci dwoéch zbioréw tj. zbioru funkcji efektywnie
obliczalnych i rekurencyjnych. W takiej tez formie myslat o swej tezie sam Turing.[*]
Nalezy wpierw zauwazy¢ i podkresli¢ to, ze w uniwersum wszystkich funkcji

32 70b. E. Post, Finite combinatory processes. Formulation I, The Journal of Symbolic Logic, 1 (1936), s.
105.

3 Por. H. Wang, From Mathematics to ..., s. 84.

* Por. H. Wang, From Mathematics to ..., s. 85.

¥ Por. A. Olszewski, Teza Churcha a Platonizm, Zagadnienia Filozoficzne w Nauce, t. XXIV (1999), ss.
95-102.

% A. Church, An unsolvable ..., w: M. Davis, The Undecidable, s. 100.

" Por. R. 1. Soare, Computability and ..., s. 295. TC jest rtéwnowazna tzw. Tezie Turinga.



okre§lonych w zbiorze liczb naturalnych[**] oba te pojecia maja by¢ ekstensjonalnie
rOwnowazne, nie jest tak jednak w ogélnym przypadku[3 ’1.

Teoria definicji, w przypadku logiki w szerszym sensie, nie jest obecnie opracowana w
sposOb zadowalajacy. Podczas wyktadu kursowego z logiki, w wigkszosci przypadkow,
informuje si¢ studentéw jedynie o tradycyjnych podziatach definicji, na przyklad

nastgpujacych: nominalne — realne, semantyczne — syntaktyczne, analityczne -
syntetyczne, explicite — implicite, ekstensjonalne — intensjonalne, ostensywne —
werbalne, predykatywne — niepredykatywne, zupelne - niezupelne.[40] Kryteria

odpowiednich podzialéw sa sluszne i oparte na poprawnych spostrzezeniach. R.
Robinson, w wymienionej ksigzce, przytacza osiemnascie okreslen na rodzaje definicji,
ktérymi postugiwali si¢ r6zni autorzy. Jednak jakiej§ ogdlnej teorii definicji na razie
brak. Na terenie logiki w sensie wezszym (formalnej) wystgpuje natomiast pojgcie
definiowalnosci. Doktadnie chodzi o dwa rézne pojecia: o definiowalno$¢ w sensie
syntaktycznym i1 definiowalno$¢ w sensie semantycznym.[‘”]

Gdyby prébowac¢ umiesci¢ TC jako definicjg, w tym ‘gaszczu’ terminologicznym, to
wpierw nalezaloby stwierdzi¢ co jest definiowane (definiendum - Dfd), a co
definiensem (Dfs). Wydaje sig, ze TC definiuje pojecie funkcji efektywnie obliczalnej,
za$ definiensem jest pojecie funkcji rekurencyjnej. Mozemy zatem zapisaé
schematycznie, ze w wypadku TC:

Dfd = pojgcie funkcji efektywnie obliczalnej;
Dfs = pojecie funkcji rekurencyjne;j.

Gdy pojecie jest ostre, to ma ostra ekstensje. W TC Dfs wyznacza ostra ekstensje,
problemem jest Dfd. Godel, jak juz wspomniano, uwazal, ze Dfd ma roéwniez ostra
ekstensje, cho¢ nie byla ona od poczatku tak postrzegana. Jesli si¢ tego nie przyjmie,
tzn. ze Dfd TC jest ostre, to TC bytaby tzw. definicja regulujaca. [*4] Gdyby tak jednak
bylo, to pytanie o prawdziwos¢ TC byloby bardzo ztozone. Zgodnie z wtasnosciami
poje¢ nieostrych, ich ekstensja jest zbiorem rozmytym, doktadnie para uporzadkowana
zbioréw, gdzie do pierwszego zbioru naleza te elementy, ktére na pewno podpadaja pod
dane pojecie, za$ do drugiego te, ktére na pewno pod dane pojgcie nie podpadaja. [*]
Dodatkowo istnieja przedmioty (ktérych zbiér zwiemy obszarem nieokreslonosci) co do
ktérych nie potrafimy rozstrzygna¢, czy pod dane pojecie podpadaja czy tez nie
podpadaja.[**] Taka sytuacja stwarzalaby mozliwo$¢ spekulacji odnoszacych si¢ do
pewnych funkcji, nalezacych wiasnie do dziedziny nieokreslonosci. Wtasciwie jednak
takiej sytuacji a priori wykluczy¢ nie mozna. Zgodnie z zasadami metodologicznymi
odnoszacymi si¢ do poprawnosci definicji regulujacych, TC bytaby niepoprawna gdyby:
albo wskazano funkcje, ktéra jest rekurencyjna i réwnoczesnie efektywnie
nieobliczalna, albo funkcjg, ktora jest efektywnie obliczalna 1 réwnoczesnie

3 Liczba zero nie jest zaliczana do zbioru liczb naturalnych, tak zazwyczaj przyjmuja matematycy, zas w
teorii obliczalnosci liczba zero nalezy do zbioru liczb naturalnych.

% Na przyktad numeracja Godla nie jest funkcja z tego uniwersum (zatem nie jest funkcja rekurencyjna),
cho¢ jest efektywnie obliczalna. Dlatego nalezy zawsze dodawaé, formutujac TC, o jakim uniwersum
méwimy.

40 Zobacz: R. Robinson, Definition, Oxford 1954; D. P. Gorsky, Definition (Logico - Methodological
Problems), Progress Publishers, Moscow 1981, (angielskie, przejrzane wydanie rosyjskie z 1974 roku).

4 Por. A. Mostowski, Thirty Years of Foundational Studies, w: A. Mostowski, Selected Works, PWN,
Warszawa 1979, t.I, s.26.

2 Por. M. Tokarz, Wprowadzenie do logiki, Uniwersytet Slqski, Katowice 1984, ss. 156-158.

* Jest to whasciwie przeniesienie analogicznych ustalen dla tzw. nazw nieostrych.

* Lub tez potrafimy to rozstrzygnaé, ale przedmioty podpadaja w jakim$ okreslonym stopniu.



nierekurencyjna. W takiej sytuacji problematyczna bytaby teza, klasycznie r6wnowazna
TC:

Funkcja f jest nierekurencyjna, wtedy i tylko wtedy, gdy nie nalezy do zbioru funkcji

rekurencyjnych, wtedy i tylko wtedy, gdy f jest nieobliczalna.

Ze wzgledu na ostro$¢ ekstensji (brak obszaru nieokreslonosci) pojecia funkcji
rekurencyjnej, zbior funkcji rekurencyjnych wyznacza ekstensj¢ jednoznacznie. Gdyby
pojecie funkcji efektywnie obliczalnej miato rozmyta ekstensj¢, to dopelnienie (w
sensie teoriomnogosciowym) klasy funkcji rekurencyjnych na pewno nie pokrywatoby
si¢ z klasa funkcji, ktére sa intuicyjnie nieobliczalne. Ten ostatni zbiér bytby ré6zny od
zbioru funkcji, ktore nie sa efektywnie obliczalne, gdyz nie zawieralby obszaru
nieokreslonosci rozmytej ekstensji klasy funkcji efektywnie obliczalnych. Mieliby$my
paradoksalng sytuacje, gdzie TC pozostaje prawdziwa (poniewaz postulowane zbiory sa
identyczne), ale pojgcia sa rézne.

Aby zaklasyfikowa¢ TC do ktorejs ze znanych klas definicji, nalezy odpowiedzie¢ na
jeszcze jedno pytanie: czy obiekt definiowany istnieje uprzednio w stosunku do
procedury definicyjnej, czy tez pojawia si¢ jako skutek tejze? Jest to trudne pytanie,
zaktada ono bowiem pewne istotne rozstrzygnigcia w teorii rozwoju poznania. Nie
chcemy wchodzi¢ w te zagadnienia zbyt gleboko, dlatego przyjmiemy zgodnie z
potoczna intuicja, ze zaréwno klasa funkcji efektywnie obliczalnych w intuicyjnym
sensie (rowniez ten termin), intuicja cztowieka, jak i sam czlowiek (gatunkowo) istnieja
uprzednio w stosunku do procesu formutowania TC.[**] W przypadku TC, definiujemy
pewien obiekt, ktéry istnieje uprzednio w rzeczywistosci i w definicji chcemy podac
jego charakterystyczne wiasnosci.[**] Taka definicja nazywa si¢ realna, poniewaz
zaréwno Dfd jak i Dfs sa uzyte w supozycji formalnej. Kazda definicj¢ realna mozna
przettumaczy¢ na definicj¢ nominalng taka, w ktorej Dfd jest uzyte w supozycji
materialnej, za§ Dfs w supozycji formalnej.[*’] Przez zastosowanie wspomnianego
tlumaczenia uzyskujemy definicj¢ analityczna, tzn. taka, ktéra wyraza wprost znaczenie
terminu wprowadzonego uprzednio w jaki§ sposéb do jezyka.[**] Mozemy si¢ chyba
zgodzi¢ na to, ze TC jest taki rodzajem definicji. Definicjom takim przystuguje wartos¢
prawdy lub fatszu (mozliwo$¢ orzekania o nich prawdy lub fatszu).[*’] Zgodnie z tym
ustaleniem, TC zawiera implicite twierdzenie, ze zbiory odpowiadajace Dfd 1 Dfs sa w
rzeczywisto$ci identyczne. Takie postawienie sprawy czyni z TC stwierdzenie
empiryczne, jest ona bowiem falsyfikowalna. Po pierwsze moze si¢ okazac, ze istnieje
algorytm obliczajacy funkcje nie nalezaca do klasy funkcji rekurencyjnych. Po drugie (o
czym juz wiadomo) pewne funkcje sa rekurencyjne, ale sa one ‘praktycznie’
nieobliczalne, tzn. czas trwania obliczen lub ich stopien skomplikowania jest tak duzy,
ze wyniku obliczen prawdopodobnie nigdy nie poznamy. Czy takie funkcje sa
obliczalne w intuicyjnym sensie? W Scistym zwiazku z powyzszym pozostaje fakt, ze
definicja terminu funkcja rekurencyjna ma zupetnie inny charakter. Jest definicja
nominalna, syntetyczna. W tych definicjach znaczenie terminu definiowanego jest nowo
ustalane.

Jeszcze jedno spostrzezenie: Dfd TC wywodzi si¢ z jezyka nieformalnego, za$ termin
funkcja rekurencyjna, czyli Dfs TC jest terminem formalnym. Formalny charakter Dfs

* Nie sa to zagadnienia trywialne i wymagaja osobnego opracowania; por. Gorsky, op. cit., szczeglnie
rozdzialy 617, ss. 197-243.

® Réwniez termin funkcja efektywnie obliczalna istnieje uprzednio, w stosunku do procedury
definiowania, w jezyku potocznym.

7 Por. Gorsky, Definition, s. 29. Gléwna réznica pomiedzy definicja realna a nominalna polega na
réznicy supozycji definiendum.

8 Por. Gorsky, Definition, s. 33.

¥ Mé6wi si¢ czasem, w podobnych przypadkach, o btedach w definiowaniu.



jest wilasciwie pozorny. Dla definicji klasy funkcji rekurencyjnych potrzebne jest
pojecie liczb naturalnych, zas 6w zbidr jest definiowany przy uzyciu niektérych funkcji
rekurencyjnych. Jesli pojecie funkcji wystepujace w Dfd 1 Dfs TC rozumie¢ bedziemy
jednakowo (np. za Fregem), to TC jest pochodna wzglgedem tzw. tezy Fregego
mowiacej, Ze pojecie liczby naturalnej (intuicyjne) jest identyczne z teoriomnogosciowa
konstrukcja liczby naturalnej (formalne).[*"] Podobne rozwazanie mozna poprowadzi¢
w odniesieniu do wystgpujacego w TC pojgcia funkcji. Te spostrzezenia maja pokazac,
ze w TC zamieszane jest pojecie (funkcja rekurencyjna), ktérego definicja jest
niepredykatywna, tzn. taka, ktéra zawiera w sobie rodzaj btednego kota.

Mysle jednak, ze tego typu rozwazania moga zaprowadzi¢ zbyt daleko. Co nalezy

zrobi¢, aby uzyska¢ jaki$§ przytomny wynik? Nalezy opracowacé jaka$s ogdlna teorig
definicji. Oto kilka intuicji, ktore przedstawia¢ maja, w sposob szkicowy, pomyst na
taka teori¢. Kluczowa rolg petni¢ w niej ma pewien oczywisty, cho¢ zapoznany aspekt
definiowania. Niektorzy logicy (formalni), z podziwu godnym uporem, nie uzywaja
terminu pragmatyczny. Wydaje sig, ze dzisiaj Smialo mozna méwi¢ o ‘naukowym
ugruntowaniu pragmatyki’.[SI] Dobrym, dla wprowadzanego pojgcia, bytoby okreslenie
definiowalnos¢ pragmatyczna. Zgodnie bowiem z podzialem semiotyki, pragmatyka
ustala zaleznosci pomig¢dzy znakiem a uzytkownikiem znaku. Interesujaca nas
definiowalnos¢ ustala zaleznosci zachodzace pomigdzy pojgciami (umystu uzytkownika
jezyka), a ‘sita’ ekspresji jezyka. Owa definiowalnos$¢ bytaby szczegétowym rodzajem
ogo6lniejszego pojecia imitowalnosci (reprezentowalnosci) obiektow pozajezykowych w
samym jezyku. Pojecie imitowalnos$ci nie jest precyzyjne, gdyz, o ile mi wiadomo, nie
zostato ono dotychczas wprowadzone. Myslg, ze nawet przy tak niedoktadnym opisie,
filozof zrozumie o co mi chodzi. W definiowalno$ci pragmatycznej chodzitoby o
jezykowe (matematyczne) sformufowanie ‘istotnych’ wilasnosci definiowanego pojecia.
Poprzednio wymienione pojecia definiowalnosci (syntaktycznej i semantycznej) bylyby
szczegblnymi przypadkami tego ogélnego pojecia. Przyktadem, ktory negatywnie (tzn.
w sensie niedefiniowalnos$ci) to pojecie aplikuje, jest Tarskiego twierdzenie o
niedefiniowalnos$ci prawdy. Twierdzenie to méwi (w naszej stylizacji), ze intuicyjne
pojecie prawdziwosci nie jest formalizowalne (imitowalne) w pewnej klasie systemow
formalnych.[sz] TC jest przyktadem takiej wtasnie pragmatycznej definiowalnosci i w
jej kategoriach powinna zosta¢ opisana.[>’] Co ciekawe, teoretycznie mozliwa jest taka
sytuacja, ze TC jest falszywa, ale nigdy nie mozna tego bedzie wykaza¢ zadnymi
formalnymi §rodkami.
4. Przes§ledzmy raz jeszcze calo$§€¢. W pierwszej czgsci przedstawitem historig
powstania TC, stanowisko Churcha i wczesne Godla wobec niej. W czgsci drugiej
staratem si¢ zapozna¢ Czytelnika z pdzniejszymi pogladami Godla, juz po jego
zaznajomieniu si¢ z analiza Turinga. W czes$ci trzeciej zakwalifikowatem TC do typu
definicji realnych 1 analitycznych. Przedstawilem kilka intuicji do zbudowania ogdlne;j
teorii definicji w oparciu o tzw. imitowalno$¢ obiektéw w teoriach formalnych.

%0 Por. E. Mendelson, Second Thoughts about Church’s Thesis and Mathematical Proofs, The Journal of
Phllosophy, 87(1990), ss. 225-233.

" W nawiazaniu do tytutu znanej pracy Tarskiego. Za jego czaséw obawiano si¢ uzywaé terminu
sematyczny.
32 Por. Gorsky, op. cit., s.147.
> Wymaga to jednak szczegGtowych badan, ktére nastapia w pézniejszym czasie.



Godel and Church’s Thesis

The article was divided into three sections. First section presents short history of
Church’s thesis and early Godel’s view of it . In the second section I discuss Godel’s
later ideas concerning Church’s thesis. Third section is devoted mainly to discuss
methodological status of Thesis as a definition. Therein I sketch an idea of imitabillity
of a concept in formal theory.



